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Sommes de deux et quatre carrés

Alexandre Junod, Lycée Denis-de-Rougemont (Neuchatel), alexandre.junod®rpn.ch

1 Sommes de deux carrés

Charles Hermite (1822-1901) a montré que si m divise 72+ 1 (avec des entiers m > r > 0), alors 2 ad-
met une fraction continue palindromique de longueur paire, disons ™ = [a,,ay,...,a,,a,,-..,a;,a),
et la fraction irréductible § = [a,, ..., ay,q,] est telle que m = a® + b%. Si on veut éviter la référence
aux fractions continues, on peut dire qu’en itérant la transformation (a;b) — (a’;0') = (b;a—bla/b])

a partir de (m;7) jusqu’a ce que a’ < \/m, on obtient finalement m = (a’)? + (V')2.

Exemples

o Avec m = 274 et r = 237, lalgorithme donne (274;237) — (237;37) — (37;15) — (15;7) et
on s’arréte car 152 < 274. On a alors la décomposition 274 = 152 4 72.

o Soit p = 4k + 1 un nombre premier. Si on le soustrait & chaque facteur de (2k)! = 1-2---2k,
on obtient modulo p la congruence (2k)! = (4k)(4k — 1) --- (2k + 1)(—1)%*. En la multipliant par
(2k)!, on trouve [(2k)!)> = (4k)! = (p — 1)! = —1 grice au théoréme de Wilson!. Ainsi p divise
7?2 4+ 1 avec r = (2k)! et est donc une somme de deux carrés (Fermat, ~1607-1665).

Cherchant une généralisation pour traiter les sommes de quatre carrés, nous avons découvert un
algorithme (a priori original) relié a des fractions continues dont les “coefficients” sont des entiers
de Gauss. Les fideles lecteurs du bulletin retrouveront donc sans surprise les matrices M(-) utilisées
dans nos différents articles traitant des fractions continues.

2 Algorithme

On considére trois nombres entiers m > 0, r et s tels que m divise 72 + s2 4+ 1. Pour k = 0, on pose

ap_; by _ 0 0
mg T. S a bk m r S 0
et on définit inductivement
- r,%, + S% +1 - T B S
Mgy = m v Tt T T M | v Sk T M | — Sk
k k+1 k+1

Tk Sk Tk Sk
a, 1:%—1"‘%[ ]_bk[ ]7 by, 1:bk—1+bk[ ]+ak[ ]
* ME1 Mp1 * M1 M1

ou [z] est U'entier le plus proche de z. La fonction x +— [z] est impaire si on convient d’arrondir tout
demi-entier positif a ’entier inférieur et tout demi-entier négatif a I’entier supérieur.

1. Alors que les nombres 1 et p — 1 sont leurs propres inverses modulo p, les éléments de ’ensemble {2,3,...,p — 2}
peuvent étre regroupés en p—gd paires (z;y) avec -y = 1 (mod p), donc leur produit vaut 1 (modulo p).
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Nous allons montrer que cet algorithme conduit forcément a 1

00
un indice N > 0 tel que my = 1 et que I'on obtient alors la 0 534132311341 1| o
décomposition m = a2, , + b2, . + a2, + b3,. | Il Mt e il DR R
Post N-1TON-1TONTON 1 ]l229 9495 [ 1]1

2 78 | 16 | —17| 1 2
Exemple : Avec m = 534, r = 323 et s = 134, 'algorithme 3 7 9 3 71 3
(détaillé ci-contre) donne 534 = 52 + 122 + 192 + (—2)2. 4 2ol ol 2115112

5 1 0 0 [19] -2

Proposition 1. Il existe un indice minimal N tel que m, = 1. Plus précisément, on a une suite
décroissante d’entiers m; >m, > ... >my=1let m, =1sik > N.

Preuve. Les nombres m, my, r, et s, sont entiers non nuls et on procede par induction. Le nombre
_ .2 2 1 s
My My 9 =Ty T Spyq T 1 est égal a

2 2
r s r s
(ri—ksi—kl)—{—mil [ k ] —|—[ k ] —2mk1<rk[ k ]—l—sk[ k ])
—_— * M1 My * My My

MpME41

Comme m,;_; # 0, on en déduit la relation (x) :

2 2
"k Sk " Sk
i i ( M1 Myt1 M1 M1

T T 1
3 _ k k .
et donc m,_, est un entier. Comme |r, | = ‘m — {m ” Smy | < §|mk+1| et de maniere
. k+1 k+1
similaire |s, ;| < §‘mk+1’7 on peut écrire
r2  +s . +1  05mi +1 m 1
_ Tk T Sk < Mkt — M1
Mo = S =5

My My My

Simy,, =2, alors my , < gmy . +1<my, . Ainsi m;_, >m;_ , > 0. Il existe un indice minimal
N tel que my =1 et on a alors ry, = s, =0, My = 1.

Proposition 2. Sim, =1, alors m = a?\Ll + b?v& + a?\, + b?\,.

Preuve. Nous adoptons les notations suivantes :

M(oz)z(cf (1)) ) ak:[ i ]—i—z[ il ] . B =1, s,

MEq My

On a la relation my o, + B, = B, et, par conjugaison complexe, m; 0, + B, | = E De plus, la
relation () dans la preuve précédente se reformule m, , =m; + my o> — 2Re(y B, ). On vérifie

alors que L o
M(a) ( M1 By >M(ak) _ ( 7;: By )

k1 Migo M1

En itérant cette formule dans le membre de gauche et en utilisant les valeurs my = my_. , =1 et
B = 0, on obtient la relation matricielle (xx) :

( 7}3’% mﬁk > - M(OTIQ)M(WH) My M(ay ) - 'M(O‘kH)M(O‘k)'
k k+1
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Si on pose 0, = a; +ib,, ona oy, +0, | =0, et

0 6 1

<9 N ) = M(ay_,) (QN_1> =...=Mlay_M(ay_y) - M(a) <0>
N-1 N-2

car 6, =1 and 6_; = 0. Apres transposition et conjugaison complexe, on obtient

Ox Oy =0 OM@)IM(ar) - M(ay-y).

Ainsi, la relation (xx) avec k = 0 se reformule
(5 2)-(5 %), )
By my On_1 ---
et on conclut en comparant les coefficients dans le coin supérieur gauche. U

Sommes de deux carrés. Si un nombre m divise r2+1 (comme c’est le cas pour tout nombre premier
p =1 (mod 4)), on peut considérer s = 0 dans I'algorithme. On a alors s, = 0 et b, = 0 pour tout

indice k si bien que lorsque my = 1, on trouve la décomposition m = a?\,_l + a?\,. Toujours dans ce
cas, on peut montrer qu’on peut remplacer | - | par | - |, que algorithme fournit la fraction continue

de m/r et qu’il démontre le résultat d’Hermite évoqué dans le premier paragraphe.

3 Sommes de quatre carrés

Le théoréme de Lagrange (1736 — 1813) affirme que tout nombre naturel est la somme d’au plus quatre
carrés d’entiers. Il découle immédiatement de notre algorithme et du résultat suivant.

Proposition 3. Soit m un entier positif. Alors il existe deux entiers 7 et s tels que m divise r? +s2+1
si, et seulement si m n’est pas divisible par 4.

Preuve. Modulo 4, 72 + 52 4 1 ne peut étre congru qu’a 1 (si r et s sont pairs), 2 (si 7 et s ont des
parités différentes) ou 3 (si r et s sont impairs). Ainsi, aucun diviseur de 72 + s + 1 ne peut étre
divisible par 4. On peut démontrer la réciproque avec le théoreme de la progression arithmétique de
Dirichlet (1805-1859).

e Sim =2 (mod 4), alors 4m et m — 1 sont premiers entre eux car tout diviseur commun divise
4m — 4(m — 1) = 4 alors que m — 1 est impair. Par le théoréme de Dirichlet, il existe un nombre
premier p = (m — 1) + n - 4m. Il est congru & 1 modulo 4 et on a p = gm — 1 avec ¢ = 4n + 1.

e Si m est impair (c’est-a-dire si m = +1 (mod 4)), alors 4m et 2m? — 1 sont premiers entre eux
car tout diviseur commun divise m(4m) — 2(2m? — 1) = 2 alors que 2m? — 1 est impair. Par le
théoréme de Dirichlet, il existe un nombre premier p = (2m? —1)+n-4m. Il est congru & 1 modulo
4 et on peut écrire p = gm — 1 avec ¢ = 4n + 2m.

Dans tous les cas, on a trouvé un nombre premier p = 4k + 1. Ce nombre divise r2 + 1 avec r = (2k)!
(selon I'exemple du premier paragraphe) et 'algorithme (avec s = 0) permet de 'exprimer comme une
somme de deux carrés : p = gm — 1 = r2 + s2. Il s’ensuit que m divise gm = > + s>+ 1. O

Remarque. Le recours au théoréme de Dirichlet dont la preuve est compliquée peut déplaire. Habi-
tuellement, on démontre la proposition lorsque m = p est un nombre premier impair avec le principe
des tiroirs. Les ensembles {r? : r = 0,1,2,...,%} et {-1—-352:5= 0,1,2,...,‘”2;1} admettent

chacun % éléments distincts 2 modulo p. Comme on dénombre p+ 1 éléments au total, deux éléments

2. Sir? =3 (mod p), alors p divise r; —r3 = (r1 — ra)(r1 + r2), donc p divise 1 + 72 € {0,1,...,p — 1}, ce qui n’est
possible que si r1 = r2 = 0, ou p divise |ry — r2| € {0,1,..., %_1}, auquel cas ry = ry également.
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coincident modulo p : il existe r et s tels que 72 = —1 —s% (mod p), autrement dit p divise r2 + 524 1.
On montre ensuite par I’absurde (ou historiquement par une descente infinie) que p est une somme
de quatre carrés (on peut maintenant simplement invoquer notre algorithme) et on conclut avec la
relation (|a|? + |b]?)(|a]? + |8]%) = |aa + bB|* + |ba — aB|?, valable pour tous les entiers de Gauss
a,b,a, B : si deux nombres sont des sommes de quatre carrés, il en est alors de méme de leur produit.

4 \Vers des sommes de trois carrés

Notre algorithme fournit une preuve constructive du fait qu’un nombre m qui divise 72 4+ s> + 1 est
une somme de quatre carrés. De nombreux essais laissent a penser que si m n’a aucun facteur carré et
si m + 1 n’est pas divisible par 8, alors il existe un couple (r; s) pour lequel la décomposition obtenue
comportera au moins un carré nul.

Nous pouvons énoncer trois cas ou l'algorithme fournit une décomposition avec un carré nul.

e Sis =0 (autrement dit si m divise un nombre de la forme r* + 1), alors tous les nombres s, et b,
sont nuls de sorte que lorsque m, =1, on a m = a?\,_l + a?\,.

o Sis=1 (autrement dit si m divise un nombre de la forme r? 4 2), alors s, = (—1)* et b, = 0 tant
que m,, > 1. Lorsque m, = 1, on a by, = (—=1)¥Lay_,, de sorte que m = a% + 2a%,_,.

o Si s =r (autrement dit si m divise un nombre de la forme 272 + 1), on a s, = (—1)*r, alors que
b, = 0 si k est pair et b, = a, sinon (rappelons que la fonction [ - | est impaire). Lorsque m = 1,
on trouve ainsi m = 2a?\,71 + a?v si N est pair et m = a?\,f1 + 2a, sinon.

De plus, dans tous ces cas, les nombres ay et ay_; sont premiers entre eux. Cela provient du fait que

si un entier de Gauss divise 0, = a, +1iby et 0, _,, alors il divise également 0, _, =05 —ay_105_
(avec les notations de la proposition 2) et, en itérant le raisonnement, il divise 6, = 1.

697 divise 1322 + 1 697 divise 5852 + 2 697 divise 2- 972 + 1
BENENEIEAI g | e [se Lo [0 ] D [ me [ [ [0 ]
0169713210110 697|585 1 | 1|0 697 97 |97 | 1 | 0
1025 71050 4911 94 | -1 110 27T | =11 (11| 4 | 4
21 2 1 /0]16] 0 18| 4 | 11610 9 | =2 | —=2|1=710
31 1 0 |0]21]0 1 0|0 |[25]6 1 0 0 | 18 |18

697 = 162 + 212 697 = 252 + 2. 62 697 = 2182 4 72

Proposition 4. Etant donné un entier m > 2, les assertions suivantes sont équivalentes.
1) il existe un entier r tel que 72 + 1 est divisible par m,
2) il existe deux entiers a et b premiers entre eux tels que m = a? + b2,
3) m n’est pas divisible par 4 et tous ses diviseurs impairs sont congrus a 1 modulo 4.
On a aussi les équivalences suivantes.
1) il existe un entier 7 tel que r2 + 2 est divisible par m,
2) il existe deux entiers a et b premiers entre eux tels que m = a? + 2b%,
3) m n’est pas divisible par 4 et tous ses diviseurs impairs sont congrus a 1 ou a 3 modulo 8.

Preuve. On pose D =1 ou D = 2 selon les équivalences que l'on cherche a démontrer. Les impli-
cations 1) = 2) découlent directement de 1’algorithme alors que leurs réciproques proviennent de la
relation (a? + Db?)(Da? + %) = (a8 — Dba)? + D si a et 3 vérifient I'identité de Bézout aa + 8b = 1
(valable si a et b sont premiers entre eux). Les implications 1) = 3) sont faciles a établir : si m divise
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72 4+ D, il en est de méme pour tout diviseur d et on peut écrire d = a? + Db? (car 1) = 2)), ce qui
ne peut étre congru modulo 8 qu’a 1, D, 1+ D, 1+ 4D ou 4 + D lorsque a et b ne sont pas tous les
deux pairs (modulo 8, un carré ne peut étre congru qu’a 0, 1 ou 4). Les implications 3) = 1) sont plus
délicates & démontrer, par induction sur le nombre de facteurs premiers de m.

Ancrage. Montrons que si m = p est un nombre premier vérifiant 3), alors il vérifie également 1).
o Il est clair que p = 2 vérifie les assertions 1).
e On a déja vu que si p =1 (mod 4), disons p = 4k + 1, alors p divise [(2k)!]? + 1.
e Sip=3(mod 8), disons p = 8k + 3, alors on considére le produit
24+ (4 + 1)) = 2%+11.2.3... (4k + 1)
=2-4-6---(4k)- (4k+2)-(4k+4)--- (8k + 2).
En soustrayant p a chacun des 2k + 1 facteurs plus grands que 4k, on obtient modulo p
24k + 1) = 2-4-6---(4k) - (—4k —1) - (—4k +1)---(=1)
2.4-6---(4k) - (=12 4k +1)- 4k —1)---1
= (—1)%F+1(4k +1)!

On en déduit que 247! = —1 (mod p), et donc p divise 2(24+1 + 1) = (22k+1)2 4 2.

e Sip =1 (mod 8), disons p = 8k + 1, on peut procéder comme ci-dessus pour établir que
2% (4k)! = (—1)%*(4k)!, Cest-a-dire 2** = 1 (mod p). Le polynéme P(z) = zP=D/2 — 1 s’an-
nule donc (modulo p) en x = 2.

Remarquons que pour tout nombre a € {1,2,...,%}, les ensembles {a,2a,...,(p — 1)a} et
{1,2,...,p— 1} coincident modulo p car chacun d’eux contient p — 1 éléments non nuls différents
(modulo p). Le produit de leurs éléments est donc a?~!(p—1)! = (p—1)! (mod p). Ainsi a?~! =1
et le polynéme P(x) = z~1/2 — 1 gannule (modulo p) en z = a?.

Comme les nombres a? avec a € {1,2,..., %} sont tous différents modulo p (voir la note? du

paragraphe 3) et qu’il y en a autant que le degré du polyndéme, on a recensé exactement toutes
les racines de P(z) et on a vu que x = 2 est I'une d’elles. Il existe donc un nombre a tel que
a? = 2 (mod p). Comme p = 4(2k) +1 = 1 (mod 4), on a encore [(4k)!]> = —1 (mod p), donc
[a(4k)')? = a®[(4k)!)? = —2 (mod p), autrement dit p divise [a(4k)!]? + 2.

Induction. Considérons un entier m et un nombre premier impair p qui vérifient l’assertion 3).
Par hypothése d’induction, il existe deux entiers r et k tels que > + D = km. De plus, avec les
considérations ci-dessus et le fait que 1) implique 2), on peut également trouver des entiers a,b > 1
tels que p = a® + Db?. Ce nombre premier ne peut pas diviser & la fois a + br et a — br car sinon il
diviserait (a + br) + (a — br) = 2a € {2,...,p — 1} (la majoration 2a < p est évidente si a = 1 et si
a > 2, on a 2a < a? < p). En changeant le signe de b au besoin, on peut supposer que a + br n’est
pas divisible par p et on écrit kmp = (r? + D)(a? + Db?) = (ar — Db)? + D(a + br)?. Les nombres
ar — Db et a+ br sont premiers entre eux car tout diviseur commun divise a(a + br) — b(ar — Db) = p
alors que a + br n’est pas divisible par p. Ainsi kmp vérifie ’assertion 2) qui implique 1) et mp vérifie
également l'assertion 1). [
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