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Schweizer Schüler gewinnt Bronze an Europäischer Physik-
Olympiade 

Lara Gafner, Wissenschafts-Olympiade, l.gafner@olympiad.ch

Die Europäische Physik-Olympiade, kurz EuPhO, stellte dieses Jahr 260 Mittelschülerinnen und Mittelschüler aus 
53 Ländern vor physikalische Rätsel. Der Wettbewerb fand vom 21. – 26. Juli virtuell statt. Fünf Schweizer waren 
mit am Start: Dominik Moos (Kantonsschule Zug, ZG), Leo Thom (Kantonsschule Kreuzlingen, TG), Loïc
Nicollerat (Lycée-Collège de la Planta, VS), Max Wipfli (Kantonale Mittelschule Uri, UR) und Tobias Riesen 
(Gymnasium Burgdorf, BE). Eine Bronzemedaille ging an Dominik Moos. Loïc Nicollerat, Leo Thom und Tobias 
Riesen erhielten für ihre Leistungen je eine Ehrenmeldung.

Die EuPhO geht online
Nachdem die in Rumänien geplante EuPhO 2020 wegen der Pandemie abgesagt werden musste, stellten Freiwillige 
aus verschiedenen Ländern, unter anderem aus der Schweiz, eine virtuelle Alternative auf die Beine. Am 21. und 
22. Juli fanden zwei fünfstündige Prüfungen statt. Die genaue Uhrzeit der Prüfungen war je nach Aufenthaltsort 
unterschiedlich. Neben europäischen Ländern nahmen nämlich auch zahlreiche Gastländer aus entfernten Zeitzonen 
teil, von Bolivien bis Vietnam. Trotz der logistischen Herausforderungen ging der Anlass ohne technische Probleme 
über die Bühne. Für die Schweizer Teilnehmenden war dies die erste EuPhO, daher konnten sie keinen Vergleich 
mit einer normalen EuPhO ziehen. Die Freiwilligen der Physik-Olympiade aber vermissten den sozialen Austausch: 
"Es ist nicht ganz so spassig. Der soziale Aspekt ist auch für die Freiwilligen wichtig", findet Thanh Phong Lê, der 
an der EPFL doktoriert. Kontakt zu den Teams aus anderen Ländern hatten die Nachwuchsphysiker zwar kaum, 
doch sie konnten sich immerhin untereinander austauschen. Bis auf Leo Thom, der aus der Ferne teilnahm, traf sich 
das ganze Schweizer Team für zwei Tage in Bern, um die Prüfungen gemeinsam anzutreten.  

Katzenaugen und Simulationen
Nach getaner Arbeit fingen Dominik, Loïc, Max und Tobias sofort an, über die Aufgaben zu diskutieren. Dominiks 
Lieblingsaufgabe betraf die optischen Phänomene, die erklären, wie Katzenaugen in Dunkeln leuchten: "Die 
Aufgabe war schwierig und verwirrend, aber sie gefiel mir". Neben der Theorie gab es auch eine praktische Prüfung. 
Anders als bei vergangenen EuPhOs führten die Teilnehmenden jedoch nicht an Ort ein Experiment durch, sondern 
arbeiteten mit Simulationen. Dies habe auch Vorteile, meint Thanh Phong Lê. In einer Simulation liessen sich 
Experimente behandeln, die zu teuer oder aufwendig wären, um sie während einer Olympiade physisch 
durchzuführen. Einer der Organisatoren betonte während der virtuellen Preisverleihung am 26. Juli, dass 
Simulationen auch im Berufsalltag von Physikerinnen und Physikern eine immer wichtigere Rolle spielen. Ob aus 
den fünf Schweizer Olympioniken einmal professionelle Physiker werden? Gut möglich. Auf jeden Fall wollen sich 
alle von ihnen auch im Studium weiterhin mit Physik beschäftigen.

Bild: Physik-Olympiade

Bald können Sie sich und Ihre Klasse für die 
Schweizer Physik-Olympiade anmelden. Mehr dazu 
finden Sie auf physics.olympiad.ch.
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/2b iB`QB`bX G2b 2Mb2K#H2b {r2 : r = 0, 1, 2, . . . , p−1

2 } 2i {−1 − s2 : s = 0, 1, 2, . . . , p−1
2 } �/K2ii2Mi

+?�+mM p+1
2 ûHûK2Mib /BbiBM+ib k KQ/mHQ pX *QKK2 QM /ûMQK#`2 p+1 ûHûK2Mib �m iQi�H- /2mt ûHûK2Mib

kX aB r21 ≡ r22 (mod p)- �HQ`b p /BpBb2 r21 − r22 = (r1 − r2)(r1 + r2)- /QM+ p /BpBb2 r1 + r2 ∈ {0, 1, . . . , p− 1}- +2 [mB MǶ2bi
TQbbB#H2 [m2 bB r1 = r2 = 0- Qm p /BpBb2 |r1 − r2| ∈ {0, 1, . . . , p−1

2 }- �m[m2H +�b r1 = r2 û;�H2K2MiX
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+QśM+B/2Mi KQ/mHQ p , BH 2tBbi2 r 2i s i2Hb [m2 r2 ≡ −1− s2 (mod p)- �mi`2K2Mi /Bi p /BpBb2 r2+ s2+1X
PM KQMi`2 2MbmBi2 T�` HǶ�#bm`/2 UQm ?BbiQ`B[m2K2Mi T�` mM2 /2b+2Mi2 BM}MB2V [m2 p 2bi mM2 bQKK2
/2 [m�i`2 +�``ûb UQM T2mi K�BMi2M�Mi bBKTH2K2Mi BMpQ[m2` MQi`2 �H;Q`Bi?K2V 2i QM +QM+Hmi �p2+ H�
`2H�iBQM (|a|2 + |b|2)(|α|2 + |β|2) = |aα + bβ|2 + |bα − aβ|2- p�H�#H2 TQm` iQmb H2b 2MiB2`b /2 :�mbb
a, b,α,β , bB /2mt MQK#`2b bQMi /2b bQKK2b /2 [m�i`2 +�``ûb- BH 2M 2bi �HQ`b /2 KāK2 /2 H2m` T`Q/mBiX

9 o2`b /2b bQKK2b /2 i`QBb +�``ûb
LQi`2 �H;Q`Bi?K2 7Qm`MBi mM2 T`2mp2 +QMbi`m+iBp2 /m 7�Bi [mǶmM MQK#`2 m [mB /BpBb2 r2 + s2 + 1 2bi
mM2 bQKK2 /2 [m�i`2 +�``ûbX .2 MQK#`2mt 2bb�Bb H�Bbb2Mi ¨ T2Mb2` [m2 bB m MǶ� �m+mM 7�+i2m` +�``û 2i
bB m+ 1 MǶ2bi T�b /BpBbB#H2 T�` 3- �HQ`b BH 2tBbi2 mM +QmTH2 (r; s) TQm` H2[m2H H� /û+QKTQbBiBQM Q#i2Mm2
+QKTQ`i2`� �m KQBMb mM +�``û MmHX

LQmb TQmpQMb ûMQM+2` i`QBb +�b Qɍ HǶ�H;Q`Bi?K2 7Qm`MBi mM2 /û+QKTQbBiBQM �p2+ mM +�``û MmHX
Ç aB s = 0 U�mi`2K2Mi /Bi bB m /BpBb2 mM MQK#`2 /2 H� 7Q`K2 r2 +1V- �HQ`b iQmb H2b MQK#`2b sk 2i bk

bQMi MmHb /2 bQ`i2 [m2 HQ`b[m2 mN = 1- QM � m = a2N−1 + a2N X

Ç aB s = 1 U�mi`2K2Mi /Bi bB m /BpBb2 mM MQK#`2 /2 H� 7Q`K2 r2+2V- �HQ`b sk = (−1)k 2i bk = 0 i�Mi
[m2 mk > 1X GQ`b[m2 mN = 1- QM � bN = (−1)N−1aN−1- /2 bQ`i2 [m2 m = a2N + 2a2N−1X

Ç aB s = r U�mi`2K2Mi /Bi bB m /BpBb2 mM MQK#`2 /2 H� 7Q`K2 2r2 + 1V- QM � sk = (−1)krk �HQ`b [m2
bk = 0 bB k 2bi T�B` 2i bk = ak bBMQM U`�TT2HQMb [m2 H� 7QM+iBQM [ · ] 2bi BKT�B`2VX GQ`b[m2 mN = 1-
QM i`Qmp2 �BMbB m = 2a2N−1 + a2N bB N 2bi T�B` 2i m = a2N−1 + 2aN bBMQMX

.2 THmb- /�Mb iQmb +2b +�b- H2b MQK#`2b aN 2i aN−1 bQMi T`2KB2`b 2Mi`2 2mtX *2H� T`QpB2Mi /m 7�Bi [m2
bB mM 2MiB2` /2 :�mbb /BpBb2 θN = aN + ibN 2i θN−1- �HQ`b BH /BpBb2 û;�H2K2Mi θN−2 = θN −αN−1θN−1
U�p2+ H2b MQi�iBQMb /2 H� T`QTQbBiBQM kV 2i- 2M Biû`�Mi H2 `�BbQMM2K2Mi- BH /BpBb2 θ1 = 1X

eNd /BpBb2 1322 + 1

k mk rk sk ak bk

0 697 132 0 1 0

1 25 7 0 5 0

2 2 1 0 16 0

3 1 0 0 21 0

697 = 162 + 212

eNd /BpBb2 5852 + 2

mk rk sk ak bk

697 585 1 1 0

491 94 −1 1 0

18 4 1 6 0

1 0 0 25 6

697 = 252 + 2 · 62

eNd /BpBb2 2 · 972 + 1

mk rk sk ak bk

697 97 97 1 0

27 −11 11 4 4

9 −2 −2 −7 0

1 0 0 18 18

697 = 2 · 182 + 72

S`QTQbBiBQM 9X 1i�Mi /QMMû mM 2MiB2` m ! 2- H2b �bb2`iBQMb bmBp�Mi2b bQMi û[mBp�H2Mi2bX
RV BH 2tBbi2 mM 2MiB2` r i2H [m2 r2 + 1 2bi /BpBbB#H2 T�` m-
kV BH 2tBbi2 /2mt 2MiB2`b a 2i b T`2KB2`b 2Mi`2 2mt i2Hb [m2 m = a2 + b2-
jV m MǶ2bi T�b /BpBbB#H2 T�` 9 2i iQmb b2b /BpBb2m`b BKT�B`b bQMi +QM;`mb ¨ R KQ/mHQ 9X

PM � �mbbB H2b û[mBp�H2M+2b bmBp�Mi2bX
RV BH 2tBbi2 mM 2MiB2` r i2H [m2 r2 + 2 2bi /BpBbB#H2 T�` m-
kV BH 2tBbi2 /2mt 2MiB2`b a 2i b T`2KB2`b 2Mi`2 2mt i2Hb [m2 m = a2 + 2b2-
jV m MǶ2bi T�b /BpBbB#H2 T�` 9 2i iQmb b2b /BpBb2m`b BKT�B`b bQMi +QM;`mb ¨ R Qm ¨ j KQ/mHQ 3X

S`2mp2X PM TQb2 D = 1 Qm D = 2 b2HQM H2b û[mBp�H2M+2b [m2 HǶQM +?2`+?2 ¨ /ûKQMi`2`X G2b BKTHB@
+�iBQMb 1) ⇒ 2) /û+QmH2Mi /B`2+i2K2Mi /2 HǶ�H;Q`Bi?K2 �HQ`b [m2 H2m`b `û+BT`Q[m2b T`QpB2MM2Mi /2 H�
`2H�iBQM (a2 +Db2)(Dα2 + β2) = (aβ −Dbα)2 +D bB α 2i β pû`B}2Mi HǶB/2MiBiû /2 "ûxQmi αa+ βb = 1
Up�H�#H2 bB a 2i b bQMi T`2KB2`b 2Mi`2 2mtVX G2b BKTHB+�iBQMb 1) ⇒ 3) bQMi 7�+BH2b ¨ ûi�#HB` , bB m /BpBb2
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+QśM+B/2Mi KQ/mHQ p , BH 2tBbi2 r 2i s i2Hb [m2 r2 ≡ −1− s2 (mod p)- �mi`2K2Mi /Bi p /BpBb2 r2+ s2+1X
PM KQMi`2 2MbmBi2 T�` HǶ�#bm`/2 UQm ?BbiQ`B[m2K2Mi T�` mM2 /2b+2Mi2 BM}MB2V [m2 p 2bi mM2 bQKK2
/2 [m�i`2 +�``ûb UQM T2mi K�BMi2M�Mi bBKTH2K2Mi BMpQ[m2` MQi`2 �H;Q`Bi?K2V 2i QM +QM+Hmi �p2+ H�
`2H�iBQM (|a|2 + |b|2)(|α|2 + |β|2) = |aα + bβ|2 + |bα − aβ|2- p�H�#H2 TQm` iQmb H2b 2MiB2`b /2 :�mbb
a, b,α,β , bB /2mt MQK#`2b bQMi /2b bQKK2b /2 [m�i`2 +�``ûb- BH 2M 2bi �HQ`b /2 KāK2 /2 H2m` T`Q/mBiX

9 o2`b /2b bQKK2b /2 i`QBb +�``ûb
LQi`2 �H;Q`Bi?K2 7Qm`MBi mM2 T`2mp2 +QMbi`m+iBp2 /m 7�Bi [mǶmM MQK#`2 m [mB /BpBb2 r2 + s2 + 1 2bi
mM2 bQKK2 /2 [m�i`2 +�``ûbX .2 MQK#`2mt 2bb�Bb H�Bbb2Mi ¨ T2Mb2` [m2 bB m MǶ� �m+mM 7�+i2m` +�``û 2i
bB m+ 1 MǶ2bi T�b /BpBbB#H2 T�` 3- �HQ`b BH 2tBbi2 mM +QmTH2 (r; s) TQm` H2[m2H H� /û+QKTQbBiBQM Q#i2Mm2
+QKTQ`i2`� �m KQBMb mM +�``û MmHX

LQmb TQmpQMb ûMQM+2` i`QBb +�b Qɍ HǶ�H;Q`Bi?K2 7Qm`MBi mM2 /û+QKTQbBiBQM �p2+ mM +�``û MmHX
Ç aB s = 0 U�mi`2K2Mi /Bi bB m /BpBb2 mM MQK#`2 /2 H� 7Q`K2 r2 +1V- �HQ`b iQmb H2b MQK#`2b sk 2i bk

bQMi MmHb /2 bQ`i2 [m2 HQ`b[m2 mN = 1- QM � m = a2N−1 + a2N X

Ç aB s = 1 U�mi`2K2Mi /Bi bB m /BpBb2 mM MQK#`2 /2 H� 7Q`K2 r2+2V- �HQ`b sk = (−1)k 2i bk = 0 i�Mi
[m2 mk > 1X GQ`b[m2 mN = 1- QM � bN = (−1)N−1aN−1- /2 bQ`i2 [m2 m = a2N + 2a2N−1X

Ç aB s = r U�mi`2K2Mi /Bi bB m /BpBb2 mM MQK#`2 /2 H� 7Q`K2 2r2 + 1V- QM � sk = (−1)krk �HQ`b [m2
bk = 0 bB k 2bi T�B` 2i bk = ak bBMQM U`�TT2HQMb [m2 H� 7QM+iBQM [ · ] 2bi BKT�B`2VX GQ`b[m2 mN = 1-
QM i`Qmp2 �BMbB m = 2a2N−1 + a2N bB N 2bi T�B` 2i m = a2N−1 + 2aN bBMQMX

.2 THmb- /�Mb iQmb +2b +�b- H2b MQK#`2b aN 2i aN−1 bQMi T`2KB2`b 2Mi`2 2mtX *2H� T`QpB2Mi /m 7�Bi [m2
bB mM 2MiB2` /2 :�mbb /BpBb2 θN = aN + ibN 2i θN−1- �HQ`b BH /BpBb2 û;�H2K2Mi θN−2 = θN −αN−1θN−1
U�p2+ H2b MQi�iBQMb /2 H� T`QTQbBiBQM kV 2i- 2M Biû`�Mi H2 `�BbQMM2K2Mi- BH /BpBb2 θ1 = 1X

eNd /BpBb2 1322 + 1

k mk rk sk ak bk

0 697 132 0 1 0

1 25 7 0 5 0

2 2 1 0 16 0

3 1 0 0 21 0

697 = 162 + 212

eNd /BpBb2 5852 + 2

mk rk sk ak bk

697 585 1 1 0

491 94 −1 1 0

18 4 1 6 0

1 0 0 25 6

697 = 252 + 2 · 62

eNd /BpBb2 2 · 972 + 1

mk rk sk ak bk

697 97 97 1 0

27 −11 11 4 4

9 −2 −2 −7 0

1 0 0 18 18

697 = 2 · 182 + 72

S`QTQbBiBQM 9X 1i�Mi /QMMû mM 2MiB2` m ! 2- H2b �bb2`iBQMb bmBp�Mi2b bQMi û[mBp�H2Mi2bX
RV BH 2tBbi2 mM 2MiB2` r i2H [m2 r2 + 1 2bi /BpBbB#H2 T�` m-
kV BH 2tBbi2 /2mt 2MiB2`b a 2i b T`2KB2`b 2Mi`2 2mt i2Hb [m2 m = a2 + b2-
jV m MǶ2bi T�b /BpBbB#H2 T�` 9 2i iQmb b2b /BpBb2m`b BKT�B`b bQMi +QM;`mb ¨ R KQ/mHQ 9X

PM � �mbbB H2b û[mBp�H2M+2b bmBp�Mi2bX
RV BH 2tBbi2 mM 2MiB2` r i2H [m2 r2 + 2 2bi /BpBbB#H2 T�` m-
kV BH 2tBbi2 /2mt 2MiB2`b a 2i b T`2KB2`b 2Mi`2 2mt i2Hb [m2 m = a2 + 2b2-
jV m MǶ2bi T�b /BpBbB#H2 T�` 9 2i iQmb b2b /BpBb2m`b BKT�B`b bQMi +QM;`mb ¨ R Qm ¨ j KQ/mHQ 3X

S`2mp2X PM TQb2 D = 1 Qm D = 2 b2HQM H2b û[mBp�H2M+2b [m2 HǶQM +?2`+?2 ¨ /ûKQMi`2`X G2b BKTHB@
+�iBQMb 1) ⇒ 2) /û+QmH2Mi /B`2+i2K2Mi /2 HǶ�H;Q`Bi?K2 �HQ`b [m2 H2m`b `û+BT`Q[m2b T`QpB2MM2Mi /2 H�
`2H�iBQM (a2 +Db2)(Dα2 + β2) = (aβ −Dbα)2 +D bB α 2i β pû`B}2Mi HǶB/2MiBiû /2 "ûxQmi αa+ βb = 1
Up�H�#H2 bB a 2i b bQMi T`2KB2`b 2Mi`2 2mtVX G2b BKTHB+�iBQMb 1) ⇒ 3) bQMi 7�+BH2b ¨ ûi�#HB` , bB m /BpBb2

r2 +D- BH 2M 2bi /2 KāK2 TQm` iQmi /BpBb2m` d 2i QM T2mi û+`B`2 d = a2 +Db2 U+�` 1) ⇒ 2)V- +2 [mB
M2 T2mi āi`2 +QM;`m KQ/mHQ 3 [mǶ¨ 1- D- 1 +D- 1 + 4D Qm 4 +D HQ`b[m2 a 2i b M2 bQMi T�b iQmb H2b
/2mt T�B`b UKQ/mHQ 3- mM +�``û M2 T2mi āi`2 +QM;`m [mǶ¨ y- R Qm 9VX G2b BKTHB+�iBQMb 3) ⇒ 1) bQMi THmb
/ûHB+�i2b ¨ /ûKQMi`2`- T�` BM/m+iBQM bm` H2 MQK#`2 /2 7�+i2m`b T`2KB2`b /2 mX

�M+`�;2X JQMi`QMb [m2 bB m = p 2bi mM MQK#`2 T`2KB2` pû`B}�Mi jV- �HQ`b BH pû`B}2 û;�H2K2Mi RVX
Ç AH 2bi +H�B` [m2 p = 2 pû`B}2 H2b �bb2`iBQMb RVX
Ç PM � /ûD¨ pm [m2 bB p ≡ 1 (mod 4)- /BbQMb p = 4k + 1- �HQ`b p /BpBb2 [(2k)!]2 + 1X
Ç aB p ≡ 3 (mod 8)- /BbQMb p = 8k + 3- �HQ`b QM +QMbB/ĕ`2 H2 T`Q/mBi

24k+1(4k + 1)! = 24k+11 · 2 · 3 · · · (4k + 1)

= 2 · 4 · 6 · · · (4k) · (4k + 2) · (4k + 4) · · · (8k + 2).

1M bQmbi`�v�Mi p ¨ +?�+mM /2b 2k + 1 7�+i2m`b THmb ;`�M/b [m2 4k- QM Q#iB2Mi KQ/mHQ p

24k+1(4k + 1)! ≡ 2 · 4 · 6 · · · (4k) · (−4k − 1) · (−4k + 1) · · · (−1)

≡ 2 · 4 · 6 · · · (4k) · (−1)2k+1(4k + 1) · (4k − 1) · · · 1
≡ (−1)2k+1(4k + 1)!

PM 2M /û/mBi [m2 24k+1 ≡ −1 (mod p)- 2i /QM+ p /BpBb2 2(24k+1 + 1) = (22k+1)2 + 2X
Ç aB p ≡ 1 (mod 8)- /BbQMb p = 8k + 1- QM T2mi T`Q+û/2` +QKK2 +B@/2bbmb TQm` ûi�#HB` [m2

24k(4k)! ≡ (−1)2k(4k)!- +Ƕ2bi@¨@/B`2 24k ≡ 1 (mod p)X G2 TQHvMƬK2 P (x) = x(p−1)/2 − 1 bǶ�M@
MmH2 /QM+ UKQ/mHQ pV 2M x = 2X
_2K�`[mQMb [m2 TQm` iQmi MQK#`2 a ∈ {1, 2, . . . , p−1

2 }- H2b 2Mb2K#H2b {a, 2a, . . . , (p − 1)a} 2i
{1, 2, . . . , p− 1} +QśM+B/2Mi KQ/mHQ p +�` +?�+mM /Ƕ2mt +QMiB2Mi p− 1 ûHûK2Mib MQM MmHb /Bzû`2Mib
UKQ/mHQ pVX G2 T`Q/mBi /2 H2m`b ûHûK2Mib 2bi /QM+ ap−1(p−1)! ≡ (p−1)! (mod p)X �BMbB ap−1 ≡ 1
2i H2 TQHvMƬK2 P (x) = x(p−1)/2 − 1 bǶ�MMmH2 UKQ/mHQ pV 2M x = a2X
*QKK2 H2b MQK#`2b a2 �p2+ a ∈ {1, 2, . . . , p−1

2 } bQMi iQmb /Bzû`2Mib KQ/mHQ p UpQB` H� MQi2 k /m
T�`�;`�T?2 jV 2i [mǶBH v 2M � �mi�Mi [m2 H2 /2;`û /m TQHvMƬK2- QM � `2+2Mbû 2t�+i2K2Mi iQmi2b
H2b `�+BM2b /2 P (x) 2i QM � pm [m2 x = 2 2bi HǶmM2 /Ƕ2HH2bX AH 2tBbi2 /QM+ mM MQK#`2 a i2H [m2
a2 ≡ 2 (mod p)X *QKK2 p = 4(2k) + 1 ≡ 1 (mod 4)- QM � 2M+Q`2 [(4k)!]2 ≡ −1 (mod p)- /QM+
[a(4k)!]2 = a2[(4k)!]2 ≡ −2 (mod p)- �mi`2K2Mi /Bi p /BpBb2 [a(4k)!]2 + 2X

AM/m+iBQMX *QMbB/û`QMb mM 2MiB2` m 2i mM MQK#`2 T`2KB2` BKT�B` p [mB pû`B}2Mi HǶ�bb2`iBQM jVX
S�` ?vTQi?ĕb2 /ǶBM/m+iBQM- BH 2tBbi2 /2mt 2MiB2`b r 2i k i2Hb [m2 r2 + D = kmX .2 THmb- �p2+ H2b
+QMbB/û`�iBQMb +B@/2bbmb 2i H2 7�Bi [m2 RV BKTHB[m2 kV- QM T2mi û;�H2K2Mi i`Qmp2` /2b 2MiB2`b a, b ! 1
i2Hb [m2 p = a2 + Db2X *2 MQK#`2 T`2KB2` M2 T2mi T�b /BpBb2` ¨ H� 7QBb a + br 2i a − br +�` bBMQM BH
/BpBb2`�Bi (a + br) + (a − br) = 2a ∈ {2, . . . , p − 1} UH� K�DQ`�iBQM 2a < p 2bi ûpB/2Mi2 bB a = 1 2i bB
a ! 2- QM � 2a " a2 < pVX 1M +?�M;2�Mi H2 bB;M2 /2 b �m #2bQBM- QM T2mi bmTTQb2` [m2 a + br MǶ2bi
T�b /BpBbB#H2 T�` p 2i QM û+`Bi kmp = (r2 + D)(a2 + Db2) = (ar − Db)2 + D(a + br)2X G2b MQK#`2b
ar−Db 2i a+ br bQMi T`2KB2`b 2Mi`2 2mt +�` iQmi /BpBb2m` +QKKmM /BpBb2 a(a+ br)− b(ar−Db) = p
�HQ`b [m2 a+ br MǶ2bi T�b /BpBbB#H2 T�` pX �BMbB kmp pû`B}2 HǶ�bb2`iBQM kV [mB BKTHB[m2 RV 2i mp pû`B}2
û;�H2K2Mi HǶ�bb2`iBQM RVX #

_û7û`2M+2b
(R) :X �l_APG- ǳam` H2b bQKK2b /2 +�``ûbǴ

?iiT,ff�m`BQH;X7`22X7`f/Q+fbQKK2bn+�``2bXT/7
(k) S@CX >P_JAď_1- ǳh?ûQ`ĕK2b /2b /2mt- i`QBb 2i [m�i`2 +�``ûbǴ

?iiTb,ffH2b+Qm`b/2K�i?b/2TD?XKQMbBi2@Q`�M;2X7`- `m#`B[m2 ǳ�H;ĕ#`2 ;ûMû`�H2Ǵ


