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Gibelotte facon Fibonacci

Alain Stucki, Lycée cantonal de Porrentruy

Introduction

Le tres médiatique Da Vinci Code de Dan Brown a fait connaitre la suite de Fibonacci a des
centaines de millions de personnes. La soudaine popularité de cette suite définie communément
par récurrence et qui traduit ’augmentation de la taille d’une population de lapins m’a incité a
réviser le sujet pour pouvoir y faire référence dans un cours. J’'ai finalement trouvé 'occasion de
présenter une maniere d’établir 'expression du terme général de la suite par le biais de ’algebre
linéaire.

Une de mes classes a ainsi pu gotliter un ragotit de lapin assaisonné au nombre d’or sur son
lit de diagonalisation.

Je vous livre la recette de la gibelotte facon Fibonacci que j’ai cuisinée avec mes éleves.

Recherche du terme général d’une suite récurrente linéaire

Une suite récurrente linéaire d’ordre p est une suite du type
UQ, ULy« + o s Up—1y Ungp = AolUn + Q1lpy1 + *+ + Qp_1Unip_1, 1 > 0.

Par exemple, la suite de Fibonacci qui est définie par ug = 1,u; = 1, Upy2 = Uy + Upy1, €st une
suite récurrente linéaire d’ordre 2 ot ag = 1 et a; = 1.

Intéressons-nous tout d’abord a une suite récurrente d’ordre p =1
Uy, Upt1 = GUy, N > 0 en posant a = ay.
Nous reconnaissons une suite géométrique de premier terme ug et de raison a. Le terme général
Uy = a™ug
fournit le (n + 1)¢ terme de la suite puisque I’énumération commence a .

Passons a une suite d’ordre p. En posant

Ug Up 0 1 0 0
(751 Uk+1 0 0 1 0
Uo = : U = : et A = N )
Up—2 Uk4p—2 0 0 0 ca 1
Up—1 Uk4+p—1 ap ap az ... Qap
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on obtient une nouvelle suite récurrente Uy, U,, 1 = AU,. Observons

Un+1 0 1 0 0 Up, Un+1
Un+2 0 0 1 0 Un+1 Un+2
Un+p—1 0 0 0 . 1 Un+p—2 U,,1L+p,1
p— ,
Un+p ap ap az ... Gp Untp-1 Z k=0 UkUn+k

Le terme général de cette suite est donné par U, = A™ Uy, comme dans le cas d’ordre p = 1,
et nous pouvons en déduire le terme général de la suite initiale (u,) en considérant n’importe
quelle composante du vecteur U,. Le probleme se ramene finalement au calcul de A", ce qui
peut s’avérer trés difficile (d’autres méthodes sont alors utilisées). Dans notre exemple, c’est
justement ce calcul qui est intéressant.

Application a la suite de Fibonacci

Revenons a nos lapins. La matrice A associée a la suite de Fibonacci w19 = t, + tp11 est

01
A= .
Cette matrice est diagonalisable. Or, élever une matrice diagonale a la puissance n revient a
élever les coeflicients de la diagonale a la puissance n, ce qui est particulierement aisé. Nous

allons donc déterminer 'expression de A™ dans une base de vecteurs propres. Un dernier chan-
gement de base terminera le probleme.

Soit le polynome caractéristique de la matrice A

—x 1

— _ _ — 2 _ —
11736—3:(13?)135;51.

p(x) = det(A — 2I) = ‘

Les valeurs propres ); sont les solutions de I'équation p(z) = 0. On obtient

1+465 1-v5
9 7

(le nombre d’or) et Ay = 5

)\1: :1799

Les espaces propres E), s’obtiennent en résolvant le systeme homogene

() () =)= ™ 05

Le déterminant principal de ce systéme est A2 — \; — 1 et vaut 0 car ); est solution de 1'équation
caractéristique 22 — x — 1 = 0; le systéme est indéterminé. En choisissant x = 1, il suit que
y =\, et il en résulte une base (v1,v,) de vecteurs propres ol
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Notons A’ la matrice A exprimée dans la base (v1,v2) et P la matrice de passage de la base
canonique a la base (vy, v2). On obtient facilement

(M0 hn (AT

(1 1 a_ L f=xn 1
(4 ) e (3 )
La matrice A™ est ensuite obtenue par le changement de base A™ = P(A")"P~!
A (11 D e B N A I VIt
A Ao 0 X )5\ M -1 V5 DYDY VA LD Vs
en remarquant que Ay = —1.

Le terme général de (U,,) est

g uwm Y- L DV D D\ 1
" Un1 NG AP — A ATt 1

duquel nous tirons le terme général de (u,,)

1 1 1
Uy = —= )\n—l _ /\n—l + )\n _ )\n _ )\nfl 1 + )\ _ )\nfl 1 + )\ - /\n+1 _ )\n+1
TR T =) = S () = X ) = - )
en remarquant cette fois que 1 + \; = A2, puisque ce sont les solutions de I’équation ca-

ractéristique 2 —x — 1 = 0.
Souvenons-nous que u,, représente le (n + 1)¢ terme de la suite. Finalement, si (¢,)n>1
représente la suite de Fibonacci, le n® terme est donné par la formule suivante, dite de Binet

tn:\}g<<1+2\/5>n (12\/5>n> :%wi(lfwn).

1) On vérifie facilement que la contribution du terme —%(1 — )", dont le signe alterne,
est négligeable. Ainsi, le n® terme de la suite peut étre défini par

Remarques :

1
t, est lentier le plus proche de —¢".
p p \/395
2) Le résultat
tn
lim 2t

n—oo 1,

se calcule facilement & l'aide de la formule de Binet.
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