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Die Wiedergeburt der Fibonacci-Zahlen
Prof. Dr. Peter Gallin, Kantonsschule Ziircher Oberland, 8620 Wetzikon

Gerne sagt man im Mathematikunterricht, dass es zu schwierig sei, eine explizite Formel fiir die Fibonacci-
Zahlen herzuleiten. Ein Grund dafiir konnte sein, dass es in der Mathematik iiblich ist, alle Probleme von einem
moglichst allgemeinen Standpunkt aus darzustellen, mit dem Ziel, viele einzelne Spezialfélle in einem Zug behandelt
zu haben (siehe beispielsweise Bulletin des VSMP Nr. 104, Seiten 5-7). Der Preis dafiir ist, dass erstens das einzelne
Phénomen unter Umsténden in der Allgemeinheit untergeht und zweitens die hohe Allgemeinheit oft Techniken
voraussetzt, die fiir die Lernenden in der Schule unerreichbar sind. Ich mo6chte hier zeigen, dass die Herleitung der
expliziten Formel fiir die Fibonacci-Zahlen (Formel von Binet) absolut elementar und kurz zu schaffen ist.

Beginnen wir mit der Folge {f,} der Fibonacci-Zahlen 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... , deren Glieder wir durch die
Festlegung f1 = 1, fo = 1 nummerieren. Zusammen mit dem Rekursionsgesetz f, = f,—1 + fn—2 fiir natiirliche
Zahlen n > 2 ergibt sich die Folge {f,}. Bildet man die Quotienten aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen und
vertraut aufgrund von numerischen Experimenten darauf, dass dieser Quotient fiir immer grosser werdende n zu
einem Grenzwert konvergiert, kann man durch Division des obigen Rekursionsgesetzes durch f,,_1 die Beziehung
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erhalten. Fiir sehr grosse n identifizieren wir f{ “— und % und schreiben dafiir den Grenzwert 7. Damit gilt fiir 7

die Beziehung 7 = 1+% oder 72 = 1+ 7. Einerseits liegt also eine quadratische Gleichung fiir 7 vor, deren Losungen

wir mit
VA 1S
n=-—7 und 7 =—p
angeben koénnen (nur die positive Losung 7 taugt als Grenzwert der obigen Quotientenfolge), andererseits besagt
die Beziehung 72 = 1 + 7, dass jede natiirliche Potenz von 7 reduziert werden kann auf eine Summe aus einer

natiirlichen Zahl und einer bestimmten Anzahl von 7. Dies erkennt man so:

™ =772 =714+71) = 71+7 = 717+ (1+7) = 1+27
™ =77 =7(1+27) = 74+212 = 74+2(14+7) = 2+37
™ =77 =72437) = 2r+312 = 2r+3(1+7) = 3+57
™ =775 = 7B8+57) =37+5r2 = 3r+5(1+71) = 5+87

usw.
Auch ohne Induktionsbeweis ist dieses Entwicklungsschema derart durchschaubar, dass man sofort folgern kann:
™ = fnfl + fn - T

Das Uberraschende ist also, dass in der Zahl 7 die Fibonacci-Zahlen immer noch stecken: Durch Potenzieren
gebiert die Zahl 7 die Fibonacci-Zahlen wieder. Da die Beziechung 72 = 1 + 7 sowohl fiir 7; als auch fiir
gilt, erhalten wir also zwei Gleichungen fiir die zwei ,,Unbekannten* f,,_; und fy,:

7—1n = fnfl +fn *T1
Ty = foo1+ o T2

Subtrahieren wir die beiden Gleichungen voneinander, ergibt sich 7* — 73" = f,,(71 — 72), woraus

f’n =

n n
T T T

1L — T2

folgt. Beachtet man, dass 71 — 7o = v/5, erhalten wir die gesuchte explizite Formel fiir f,:
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