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Eine Perle aus der mehrdimensionalen Analysis
Meike Akveld, MNG Rémibiihl, Ziirich

Durch Zufall bin ich auf das Video Marston Morse in “Pits, Peaks €4 Passes” Part 1 & 2von der
MAA gestossen. Auf diesem Video zeigt Marston Morse (1892 - 1977) selber wie man elementar
beweisen kann, dass auf jeder Insel (mit genau einer Kiistenlinie) die folgende Beziehung gilt:

My — M, + M, =1 (1)

wobei M, die Anzahl Gipfel (peaks) ist, M; die Anzahl Pésse (passes) und M, die Anzahl
Senken (pits). Bevor ich die technischen Details genauer anschaue, méchte ich zuerst ein paar
Beispiele zeigen und dann den sehr anschaulichen Beweis vorfithren den ich das erste Mal auf
dem Video von Marston Morse gesehen habe und der mich so iiberzeugt hat, dass ich Thomas
Vontobel, Lehrer fiir Bildnerisches Gestalten an meiner Schule, gebeten habe dieses Modell
nachzumachen. Herzlichen Dank!

Das einfachste Beispiel ist eine Insel mit einem Berg. Die Insel hat also einen Gipfel (Mo = 1),
keine Pésse (M; = 0) und keine Senken (M, = 0) — siche Abbildung 1 (links). In diesem Fall
lautet die Gleichung 1 — 0+ 0 =1 und (1) ist erfiillt.
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Abbildung 1: Ein Berg (links) und zwei Gipfel und ein Pass (rechts)
Ein etwas komplizierteres Beispiel besteht aus einer Insel wie in Abbildung 1 (rechts). Die Insel
hat zwei Berge und dazwischen einen Pass, also My = 2,M; = 1 und M, = 0 und somit
2 —140=1, und die Gleichung (1) stimmt. Experimentieren Sie selber weiter!

Beweis

Der Beweis beruht auf der folgenden Idee. Stellen Sie sich die Insel als Modelllandschaft vor,
mit einem kleinen Loch in jedem Gipfel. Kehren Sie nun die Insel um, sodass ein Becken
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Abbildung 2: Eine Insel und die umgekehrte Insellandschaft

entsteht  siehe Abbildung 2. O.b.d.A. kénnen wir annehmen, dass alle Senken, P#sse und
Gipfel verschiedene Hohen haben.

Beachten Sie dabei, dass die Senken sich in Gipfel verwandeln und vice versa, aber die Pésse
bleiben Pisse, sodass die Gleichung (1) die gleiche bleibt bis auf Vertauschen von My und M,.
Tauchen wir nun langsam das Becken ins Wasser ein, so entstehen kleine Seen, die sich, wenn
das Wasserniveau steigt, miteinander verbinden. Am Ende bleibt uns nur ein See und eine
Kiistenlinie. Dies sind unsere zentralen Kenngrossen siehe Abbildung 3.

Abbildung 3: Das Wasser steigt und steigt und steigt

Nehmen wir zuerst die Anzahl Seen unter die Lupe. Am Anfang gibt es keine Seen. Jedes Mal
wenn die Wasserhshe iiber eine neue Senke (dies war urspriinglich ein Gipfel) steigt, erhsht
sich die Anzahl Seen um eins - siehe Abbildung 4.

Dies passiert insgesamt My-mal. Bei den Péassen ist es etwas komplizierter. Entweder schliessen
sich zwei Seen zusammen und es verkleinert sich die Anzahl Seen um eins — siehe Abbildung 5
— oder ein See kommt zusammen mit sich selber, wobei die Anzahl Seen unverindert bleibt —
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Abbildung 4: Ein neuer See entsteht (oben)

siehe Abbildung 6.

Abbildung 5: Zwei Seen wachsen zusammen oder Pass von Typ M~

Wir miissen also zwei Typen von Péssen unterscheiden.

M~ = die Anzahl Pésse, wo die Anzahl Seen sich um eins verringert
M* = die Anzahl Pisse, wo die Anzahl Seen konstant bleibt

Beachten Sie, dass die totale Anzahl Pésse genau aus diesen zwei Typen besteht d.h.
My=M +M*" (2)

Einfachheitshalber bleiben wir bei der Bezeichnung vom Anfang, also My ist die Anzahl Gipfel
und M, die Anzahl Senken im urspriinglichen Modell. Da Mjy-mal ein neuer See entsteht und
M~ -mal ein See verschwindet und da am Ende nur noch ein See da ist, finden wir die folgende
Beziehung fiir die Anzahl Seen:

My— M~ =1 (3)
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Abbildung 6: Ein See schliesst mit sich selber zusammen oder Pass von Typ M™

Was passiert nun bei den Kiistenlinien? Jedes Mal wenn das Wasserniveau iiber eine Senke
hinaus steigt, bildet sich ein See und wir haben eine Kiistenlinie mehr siehe Abbildung 4.
Wenn das Wasser iiber einen Pass steigt, konnen zwei Sachen passieren. Zwei Seen schliessen
sich zusammen, dies verringert die Anzahl Kiistenlinien um eins siehe Abbildung 5 oder
ein See kommt mit sich selber zusammen und formt so einen Kreisring, dadurch wird die
Anzahl Kiistenlinien um eins hoher — siehe Abbildung 6. Schlussendlich verschwindet jedes Mal
eine Kiistenlinie, wenn das Wasser {iber einen Gipfel hinaus steigt (Senken im urspriinglichen
Modell) siehe Abbildung 7.

Abbildung 7: Ein Gipfel verschwindet

Am Ende haben wir dann noch eine Kiistenlinie. Dies kénnen wir zusammenfassen in der
Gleichung

AIO*M7+M+7M2:1 (4)
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Der Beweis ist nun fast fertig, zwei mal Gleichung (3) minus Gleichung (4) liefert:
2 (Mg — M~ =1)
My— M- +M*t—M, =1
My M- —MT+ M, =1

Dies ldsst sich umschreiben zu
My— (M~ +M")+ My=1
was mit Hilfe von Gleichung (2) dquivalent ist zu
My — My + My =1.
Damit ist der Satz bewiesen.
Hintergrund

Marston Morse, der intellektuelle Enkel von Henry Poincaré, ist bekannt fiir seine Arbeit in der
Differentialgeometrie. Die sogenannte Morse Theorie schligt eine Briicke zwischen der Theorie
der kritischen Punkte (Analysis) und der Topologie von Mannigfaltigkeiten. In unserem Bei-
spiel betrachten wir die Hohenfunktion als C? Funktion der Landkarte. Die kritischen Punkte
entsprechen genau den Senken, Péssen und Gipfeln. Der Satz besagt, dass egal wie die Insel
aussieht, die Gleichung (1) erfiillt ist. D.h. wir konnen die Insel deformieren wie wir wollen, die
Gleichung bleibt erhalten — eine topologische Aussage. Und der Satz ist auch umkehrbar, egal
wie wir My, M7 und M, wihlen, solange M; > 1 und die Gleichung (1) erfiillt ist, konnen wir
eine Insel konstruieren mit der gewiinschten Anzahl Senken, Pisse und Gipfel (Ubung!). Eine
direkte Folgerung ist, dass auf der Erde eine sehr d&hnliche Gleichung gilt, ndmlich

My — My + My =2
wo die 2 auch aufzufassen ist als die 2 in dem Eulerschen Polyedersatz.

Technische Details

Eine gewisse Vorsicht ist aber vonnéten. Wie steht’s mit einer Insel mit einem Plateau oder was
machen wir mit langgestreckten Tilern? Hier kann man den Satz nicht mehr anwenden. Das
Problem ist, dass unsere kritschen Punkte hier nicht-degeneriert sind. Ohne genauer auf diesen
Begriff einzugehen, konnen wir das Problem leicht beseitigen: Kippen Sie die Insel ein wenig
und man hat wieder richtige Gipfel und Senken so, dass die Situation gerettet ist!
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