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Le point de concours des symédianes

Jean PIQUEREZ
College de Stagél, Geneve

ETTE étude prend son origine dans un ex-

ercice du livre de la C.R.M. : Géométrie
vectorielle et analytique plane, Fundamentum de
mathématique, n° 23. On y lit dans ’exercice 4.103,
p. 145 :

“On appelle symédiane issue du sommet A d’'un
triangle ABC' la droite symétrique de la médiane
issue de A par rapport a la bissectrice intérieure en
A

Je me suis alors replongé dans un vieux livre
de géométrie synthétique a reliure presque cente-
naire et aux pages jaunies, héritage de ma mere :
“Exercices de Géométrie” par F.G.-M. (alias Frere
Gabriel-Marie) récemment réédité chez Gabay.

Il s’agit la d’une mine d’or inépuisable au
charme suranné de la géométrie d’antan. On y lit
notamment que les symédianes d’un triangle se
coupent en un méme point, appelé point de Lemoine
(1873), et que ses coordonnées barycentriques sont
proportionnelles aux carrés des cotés du triangle.

J’ai voulu retrouver cette concourance a l’aide
de la géométrie vectorielle enseignée dans nos lycées.

Soit donc un triangle ABC et posons @ = B_C',
#=CAet @ = AB.
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avec A = ||U]|/||w@]|, tous calculs faits.

Par permutation circulaire, on obtient les
vecteurs v’ et w’, vecteurs directeurs des symédianes
sp et so
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Ainsi, d’apres la relation de Chasles, on a o +
¥+ = 0.

C’est le moment de faire deux rappels d’impor-
tance :

1. Deux droites de vecteurs directeurs respec-
tifs ¢ et ¥ ont pour bissectrices deux droites
orthogonales de vecteurs directeurs respectifs
|||+ [[@]|a et ||al| — [|7]]a.

2. Soit un axe A de vecteur directeur ¥ et une
droite d de vecteur directeur @. Soit d’' la
droite symétrique de d par rapport a I’axe A.
Alors d’ a pour vecteur directeur v/ défini par :

- u-v
P=2 ()i
TP

Revenons a notre probléeme :

La bissectrice intérieure issue de A du triangle
ABC a pour vecteur directeur ||w||(—?) + ||0]|W. La
médiane issue de A a pour vecteur directeur w — .

Donc, en vertu du deuxieme rappel ci-dessus, la
symédiane, notée s 4, a pour vecteur directeur

(vl = [|af||7) — (@ — )

et

=

w' = p¥ — —U avec p =

S
=L

et 'on remarque que App = 1.
Ainsi les équations vectorielles des trois
symédianes sont :
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avec les conditions @ + 7 4w = 0 et Ap = 1.

Il s’agit des lors de démontrer la concourance de
ces trois droites.

Si M € sz () sp on peut écrire :

Ja € R tel que AM = a(M — ~7)
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Donc, dans le repére (A;;w) le point M =
sa () sp a pour coordonnées :

e 12 . A2
)\2;1/2_’_“2_’_1’ )\2M2+M2+1
On procede de méme pour déterminer le point
M =sasc:

- 1
Ja € R tel que AM' = a(AF — —7)

0@

aA

=2 o R

p+

>|9
R

Ainsi dans le repere (A; ;@) le point M/ =
sa[)sc a pour coordonnées :
s 1 ' A2
A2p2 + 22417 X202+ 0241 )
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- 1
36 € R tel que BM = p(pi — —)
]

[0; @] étant une base vectorielle du plan, les re-
lations (1) et (3) impliquent

Iy € R tel que CM' = ~(pi — ~1i) (5)

or, CM' = AM'— AC = AM'+5 = ypi+ 2 (T +1),
d'ott AM' = (vp+ 2 = 1)7 + 245 (6).

Ainsi, (4) et (6) impliquent
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Il reste & montrer que M et M’ coincident, ce
qui se fait sans difficulté en tenant compte du fait
que \up = 1.
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Exemple numérique

Soit le triangle OAB avec A(9;0) et B(0; —12). On peut alors montrer que les
trois symédianes ont pour équations :

so : 3r+4y=0
sS4+ bx—17y=>54
sp: 4lz — 12y =144

et qu’elles concourent au point P(2,88; —2,16).
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