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1 The Unreasonable Effec-
tiveness of Mathematics

O HIESS DER TITEL eines Vortrages, den

P. Bolli 1995 im Rahmen des Kolloquiums
fiir Mathematik, Informatik und Unterricht an
der ETH Ziirich hielt. Er kniipfte damit an einen
Artikel an, den der amerikanische Physiker Eu-
gene Paul Wigner (1902 — 1995, Nobelpreistriager
1963) 1960 verdffentlicht hatte. Bolli bereicher-
te seinen Vortrag mit einer Reihe eindriicklicher
Demonstrationen real existierender Ketten, wel-
che die mathematisch hergeleiteten Phdnomene
mit faszinierender Prizision bestétigten. (Mei-
ne Erinnerung an diesen begeisternden Vortrag

wird einzig von der Erinnerung leicht getriibt,
dass Bolli dazu iiberredet wurde, auf Deutsch
statt in seiner Muttersprache, Franzosisch, zu
sprechen.) Der Vortrag ist auch in der Reihe
der ,Berichte iiber Mathematik und Unterricht“
als No. 95-05 erschienen. Bolli stiitzte sich fiir
die Durchfithrung der Berechnungen auf ,Ma-
thematica“ sowie nicht ganz unbetrachtliche Re-
chenfihigkeiten von Schiilern und Lehrern. Es
ist wohl angebracht, heute der Frage nachzuge-
hen, ob und wie ein algebrafahiger Taschenrech-
ner die Behandlung der Kettenlinie erleichtert.
Als Versuchsobjekt diente mein Ende 1999 er-
worbener und seither nicht ,,nachgeriisteter” T1I-
89.



2 Die Gleichung der Ketten-
linie
Die ideale Kette ist
e vollkommen biegsam,
e vollstdndig unelastisch,
e unendlich diinn.

Die Biegsamkeit hat zur Folge, dass in der Ket-
te nur tangentiale Krifte auftreten konnen. Die
Abwesenheit jeglicher Elastizitdt ermoglicht die
Definition einer Dichte in der Form

Masse

P~ Tange

Betrachtet man ein Segment einer Kette in Ru-
helage, so befinden sich die beiden Zugkrifte an
den Enden mit der Gewichtskraft im Gleichge-
wicht:

Abb. 1: Das Kriftegleichgewicht
Somit haben die Horizontalkomponenten
denselben Betrag H und erfiillen die Vertikal-

komponenten die Beziehung Vo, — V7 = G. Mit
Vi = Hy' (z1), Vo= Hy'(xz2) und

G = pg /aj2 V14 (y)?2dz folgt
()~ /() = pg [ C T W) d.

H
Mit a := — ergibt sich durch beidseitiges Ab-
rg

leiten nach der oberen Grenze x5 und Ubergang
von x5 zu x die Differenzialgleichung der Ketten-
linie:

ay”(z) = 1+ (v'(x))% (1)

3 Losen der Differenzialglei-
chung

Mit der Substitution z := y’ wird (1) zu

az'(z) = 1+ (2(z))2.

Die eigenhéindige Losung dieser Differenzi-
algleichung bleibt wohl den Freaks vorbehalten
(jedenfalls an den Gymnasien mit sprachlichem
Profil). Mit der Eingabe

liefert der TI-89
ln( 22+1+z) :er@l.
a

Die Nebenbedingung z(0) = y'(0) = 0, wel-
che besagt, dass die Kurve an der Stelle z = 0
eine waagrechte Tangente haben soll, hat @1 = 0
zur Folge. Somit bleibt

ln( 22—1—1—&—2):2. (2)

Auch der Nicht-Freak kann diese Gleichung nach
z auflésen. Er oder sie braucht dazu
e die Kenntnis der Logarithmusdefinition,

e das Losen einer einfachen Wurzelgleichung,

o die Losungsformel der quadratischen Glei-
chung.

Der TI-89 erledigt die Sache jedoch umgehend.
Mit der Eingabe

]

erhilt man die Antwort z = sinh (a) , also

y'(z) = sinh L (3)

a
Auch wer noch nie von den Hyperbelfunktionen
gehort hat, kann die Integration der Differenzi-
algleichung sofort zu Ende fithren. Die Eingabe



| [(sinh(x/a),x) |

fithrt auf a- cosh (%) Somit lautet die Gleichung
der Kettenlinie

x
= h=. 4
Y = aCos " (4)

Aquivalent damit ist die Gleichung

y_ cosh £7

a a

welche zeigt, dass die Kettenlinie (@) durch ei-
ne zentrale Streckung mit dem Faktor a aus der
»,Normalkettenline“ y = cosh x hervorgeht, dass
somit alle Kettenlinien wuntereinander dhnlich
sind.

4 Segmentlinge

Bei der Berechnung bestimmter Integrale, in de-
nen Hyperbelfunktionen vorkommen, hat der TI-
89 Miihe. Zum Beispiel fiihrt die Eingabe

zum unerfreulichen Ergebnis
% (_671171) (62a+b e (a2b _ 1) _ eb)) .

Unbestimmte Integrale werden hingegen gut ver-
arbeitet. Die Eingabe

| /(U sinh(x/a)2)%) 1 (5)

(bei der wir uns auf (fJ) stiitzen) resultiert in
a- sinh (%), somit schliessen wir

T2
/ 1/1+sinh2£da:
Xy a

= a (sinh T2 _ Sinh ﬂ) . (6)
a a

Lo

5 Ketten konstanter Léinge
vom Scheitel aus
P. Bolli untersucht den geometrischen Ort der

Ketten konstanter Linge, welche vom Scheitel
ausgehen:

x
Abb. 2: Ketten konstanter Linge

Bei der Verschiebung des Ursprungs in den
Scheitel wird die Gleichung (3) zu

y:acoshzfa:a(coshzfly
a a
Betriagt die Kettenldinge L und wird der End-

punkt mit (u,v) bezeichnet, so ergibt sich unter
Beriicksichtigung von () das Gleichungssystem

v+a = acoshE
a
: (7
L = asinh—
a

Der TI-89 kann daraus nicht einfach a elimi-
nieren. (Oder findet jemand einen direkten
Weg?) Der Mathematiker weiss jedoch, dass
cosh?z — sinh?2 = 1. Deshalb folgert er aus

(@

(v+a)* — L? = d®.

Nun kann der TI-89 in Aktion treten. Die Be-
fehlsfolge

| solve((v+a)"2-L"2=a"2,a) |
I -(vh2-1L12)/(2%v)—a I
| solve(a*sinh(u/a)=L,u) |

L - - - - _J
ergibt zwei Moglichkeiten, je nachdem Zfé posi-

tiv oder negativ ist. (Um die Verwechslung von
I mit 1 zu vermeiden, habe ich in den Befehlen
L statt 1 verwendet. Der TI-89 macht intern kei-
nen Unterschied und verwendet in der Ausgabe
immer Kleinbuchstaben.) In unserem Fall ist die
zweite Moglichichkeit zu verwenden; das Ergeb-
nis ist laut TI-89

—(v—L
7(U+L)(va)ln 5}+L) .
v 20 ’ ®




Um ein sinnvolleres Resultat zu erhalten, muss
der Schiiler immerhin wissen, dass In % =—Inx.
Dann ist u gefunden:

B L? —v? L+vw

In . (9)

v 2v L—v

Der algebrafihige Rechner erspart uns hier eini-
ges, bringt uns aber zugleich um einige ebenso
niitzliche wie reizvolle Recheniibungen.

Der zweite Faktor lédsst sich mit der Unglei-

chung In 12 > 2z abschétzen, welche fiir 2| < 1

gilt. Die Ungleichung selbst folgt sofort daraus,

dass In 12 die Ableitung ﬁ hat, was der Ta-

11—z
schenrechner nebenei sofort liefert. Nun gilt

lnL+U—ln1+
L—v 1-

e e
vV
[\
|

und somit

2 2 2 2 2
L—v’v:L—v :L_v_. (10)
2v L L L
Die Kettenendpunkte liegen also zwischen einem
Kreisbogen und einer quadratischen Parabel.
Der TI-89 erlaubt uns, den Vorgang zu mo-
dellieren. Das folgende Programm zeichnet die
Ketten mit der Grenzkurve fiir die Lénge 1 fiir
a = 0.1,0.2, ..., 1.2 sowie die begrenzenden
Kreis und Parabel.

u >

kettel()
Prgm
Local a
0—xmin: 0—ymin
2—xmax: 1—ymax
1—xscl: .1—yscl
FnOff
ClrDraw
Drawlnv (1-x"2)/2/x*In((1+x)/(1-x))
For a,.1,1.2,.1
DrawFunc ax(cosh(x/a)-1)
EndFor
DrawFunc /(1-x"2)
DrawInv 1-x"2
EndPrgm

6 Kette gegebener Linge
zwischen zwei Punkten

Mit Translation und zentraler Streckung lésst
sich das Problem reduzieren auf den Fall einer
Kette der Lange L = 1, welche zwischen den
Endpunkten (0,0) und (z1,y1) héngt.

Abb. 3: Kette gegebener Linge

Zur Losung des verbleibenden Problems muss
die Kettenlinie (f]) einer Translation (%) unter-
worfen werden. Dadurch entsteht der Ansatz

y—v T—u
= cosh

a

Gesucht sind a, u, v so, dass fiir gegebene x1, 11

0 = acosh —¢ + v,
a
y1 = acosh nou v,
1 = a(sinhm1 —u —sinh_—u> ,
a a
(11)
unter den Voraussetzungen
2 2
T + Y1 < 1)
{ x1 > 0. (12)

Moglicherweise lédsst sich das Gleichungssy-
stem (1)) numerisch direkt mit dem TI-89 15sen.
Da ich jedoch aus Abb. 3 ein Applet ma-
chen wollte, versuchte ich zur Bestimmung von a
selbst einen Algorithmus zu finden. Dies gelang
nach einigem Herumprobieren ,,von Hand“ und
fithrte zur Beziehung

z1
2
. 1 ’
areasinh (% V11— y%)

Fiir den Fall (21,y;) = (0.8,0.1) lautet ([J) zum
Beispiel

a= (13)

0.4
 areasinh (%\/0.99) ’

Diese Gleichung ldsst sich mit dem TI-82 16sen:

ergibt nach ca. 3 Sekunden den Wert
0.3422413783. Auf dem TI-89 hatte ich we-
niger Gliick. Nach mehreren Fehlversuchen gab
ich es auf, die Gleichung direkt zu lésen.



Die Folge ag, a1, ... mit der rekursiven Defi-
nition
x1
T : (14)
areasinh (2ai71 V1- y%)
firn =1, 2, ... ist fiir jeden Anfangswert ay >

0 konvergent, sofern die Voraussetzungen ([2)
erfiillt sind, und der Grenzwert ist die einzige
positive Losung von ([J). Das Programm ,ket-
te2“ berechnet den Grenzwert mit der Genauig-
keit der internen Vergleichstoleranz und gibt die
Anzahl der notigen Schritte an. Es werden dabei
die Abkiirzungen

I
s = >

1 / 2
w = 3 1—wyi

beniitzt. Einige Resultate sind:

T Y1 n a

0.8 0.1 89  0.342241 378313
0.7 0.7 569 1.008 28002895
0.702 0.702 890 1.192700965 29

kette2()
Prgm
Local x01,y01,a,b,n,s,w
Prompt x01,y01
x01/2—s
5/ (1-y01'2) —w
1—a
0—b
0—n
While a#£b
n+1—n
a—b
s/(sinh~!(w/a))—a
EndWhile
Disp a
Disp n
EndPrgm

Die anschliessende Berechnung von u und v
ist problemlos. Aus ([[1) folgt wegen coshz —
coshy = 2sinh % sinh 5

LT . X —2u
y1 = 2a sinh — sinh ,
2a 2a
. T —2u Z@
sinh = —, also
2a asinh o

NS

x1 .
u = — — a areasinh —=——
2 asinh 5

(15)

Schliesslich folgt aus der ersten Gleichung von
(L)

v= —acosh%. (16)

Ersetzt man im Programm , kette2“ die Be-
fehle der zweit- und der drittletzten Zeile geméss

([3) und () durch

y01/2/a/sinh(s/a)—t
s—axsinh~!(t)—u
~axcosh(u/a)—v
FnOff

ClrDraw

0—xmin: ~.5—ymin
2—xmax: .5—ymax
.1—xscl: .1—yscl
DrawFunc axcosh((x—u)/a)+v
Circle 0,0,.02

Circle x01,y01,.02

so zeichnet das Programm nach der Eingabe
von (z1,y1) die dazugehorige Kettenlinie.

7 Bézierkurven und Ketten-
linie

Mein mathematisches Gewissen dringt mich
zum FEingestédndnis, dass die Kurven in die-
sem Artikel keine Kettenlinien sind. Es sind
Bézierkurven der einfachsten Art, d.h. durch
drei Punkte bestimmte, und fiir diese bietet
ETEX einen bequemen Grundbefehl. Die Abwei-
chung der Ordinaten ist jedoch so gering, dass sie
auch bei zehnfacher Vergrosserung noch kaum zu
bemerken wire; sie liegt unter einem Prozent.

8 Fazit

Bei der Herleitung der Kettengleichung (M)
aus der Differenzialgleichung ([[) macht der
CAS-Rechner mathematische Kenntnisse und
Fahigkeiten weitgehend iiberfliissig. Dadurch
ermoglicht er die Behandlung eines klassischen
mathematischen Modells und die frappante De-
monstration der ,unreasonable effectiveness of



mathematics“ auch dann, wenn fiir die tech-
nischen Details die Zeit fehlt. Der Weg vom
physikalischen Gesetz iiber die Differenzialglei-
chung zur Gleichung kann ohne die Stolpersteine
handwerklicher Schwierigkeiten beschritten wer-
den. Immerhin fiihrt auch in diesem Fall ei-
ne vollkommen mechanische Lésung nicht zum
Ziel. Der Mathematiker (die Mathematikerin)
muss an zwei Stellen dem Rechner gewissermas-
sen unter die Arme greifen: bei der Substitution
von z(z) fiir y'(z) und beim Nullsetzen der Inte-
grationskonstanten @1.

Eindriicklich bewéhrt sich der CAS-Rechner
auch bei der Berechnung der Bogenlidnge. Notig
ist nur die Kenntnis der allgemeinen Formel; auf
Grund von (f) und der Eingabe (f) erledigt der
Rechner den Rest. Nicht einmal Kenntnisse der
Hyperbelfunktionen sind n6tig. Man kann darin
einen Nachteil sehen, umgekehrt aber auch den
Vorteil einer natiirlichen Motivation zur Unter-
suchung dieser Funktionen.

Bei der Losung des Gleichungssystems ()
sieht es anders aus. Ohne die Weichenstellun-
gen des Mathematikers verrennt sich der Rech-
ner und bleibt stecken. Zwar ,weiss“ er, dass
cosh? z —sinh? z = 1, aber er kann im Gegensatz
zum Mathematiker nicht ,sehen*, dass deshalb
(v + a)? — L? eine Schliisselrolle spielt. Bei der
endgiiltigen Bereinigung von (g) zeigt sich ein
typisches Phénomen: Die Zielsetzung, das Re-
sultat auf kanonische Form zu bringen, ist dem
Rechner nur schwer mitteilbar und erfordert al-

Korrespondenz:

lenfalls proprietire CAS-Akrobatik. Kanonische
Formen sind aber entscheidend fiir das inhaltli-
che Versténdnis.

Auch zur Herleitung von ([[0) kann der Rech-
ner nicht viel beitragen, ausser dass er neben-
bei und sofort die Ableitung von In {+2 liefert.
Der Mathematiker sieht sich hier auf seine eige-
nen Fahigkeiten verwiesen. Bei der graphischen
Darstellung mit dem Programm , kette2“ erweist
sich der Befehl , Drawlnv® als sehr niitzlich, da
die Grenzkurve (J) in der inversen Form z(y) ge-
geben ist.

So wie der Schritt von (§) zu (B) und von (M)
zu ([[(), beruht auch die Herleitung von ([J) aus
(IQ) auf einer dem Taschenrechner nur schwer
mitteilbaren Zielsetzung. Dazu kommt, dass der
TI-89 fiir den Umgang mit den Hyperbelfunk-
tionen nicht so gut geriistet scheint wie fiir den
Umgang mit den trigonometrischen Funktionen.
Es scheint fast aussichtslos, auf rein mechani-
schem Weg von ([1]) zu brauchbaren Resultaten
zu kommen. — Wer widerlegt diese Behauptung?

9 Hinweis

Aus Platzgriinden ist die Herleitung von
([3) weggelassen worden. Auf der Internet-
Ausgabe des Bulletins (http://www.vsmp.ch)
ist sie beigefiigt. Ebenso werden dort die
Krifteverhéltnisse an der Kettenline durch eini-
ge Applets illustriert.

Urs Oswald
Nordstrasse 292, 8037 Ziirich

osurs@hluewin_ch
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