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De la banalité peut jaillir I’intérét

Jean Piquerez
College du Staél, Genéve

DANS LE FUNDAMENTUM de mathématiques
” Analyse”, monographie N° 25 de la CRM, on peut
lire en page 135, exercice 4.32:

1) Calculer le plus grand écart vertical entre les
graphes des fonctions f et g définies par:

2w = 5V/2~0,945.

J’y rajoutai, pour mes éleves, la question suivan-
te:

Calculer le plus grand écart horizontal entre les
mémes graphes.

C’était 1’occasion d’exprimer les fonctions
réciproques et l'on était alors ramené a l’exercice
précédent avec:

avec 0 < x < 4. On trouve /%

"fly) =22y, Tgly) =y

avec 0 <y < 2. On trouve ¥ .. = %\3/5 =207 a

Et ce fut le début d’une longue suite d’interroga-
tions.

En est-il toujours ainsi, quelles que soient les fonc-

tions des familles du type:
fo(@) = az? et gy(x) = Vba

avec a >0et b>07
La réponse est négative.

Un éleve me demanda alors s’il n’y avait pas un
lien avec le rapport des coordonnées du point d’inter-
section (4;2) de f avec g, constatant que ce rapport
vaut 2. Je répondis sans trop y croire que ce n’était
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pas exclu. Mais il ne faut pas sous-estimer l'intuition
des éleves " faibles”.
Alors, allons-y :

Soient f,(z) = az? et gy(z) = Vb

fal@) = go(z) © az® = Vbz & a*z' = bz
@x(anB—b):O®x:Ooux:b%a_%

Siz =0,y = 0 et, si x = b%a*%y =
a~3b3, les deux points d’intersection sont : O(0;0) et
P(b3a~3;a"3b3).

On observe que {2 = (ab)

Maximalisons le segment vertical M1 Mo :

1
3.

MMy = l(z) = g(z) - f(z)

b2 —4dax?
=U(z)=4'(z) - f'(z) = T
2x2
_ b \F posm _ 3b3
l/(x)—0<:>:rmar—(W)S,doulmam—ﬁ.

Maximalisons le segment horizontal Ny N, :

1 2
NN, = 1(y) ="f () ') = (£)" - &
B b74a%y%

Qa%byi

1
2\3 ., . .
U'(y) =04 Ymae = (1%7) ,douly,. = ‘3%173 )

bnaz — (gh)=5 = 2&.
max

On observe alors que
Bravo 1’éleve!
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Illustration avec b=1¢et a = %.
Dans le cas présent, on a
TP _lhar _ g o 99 _ 9oy
yp Z%az op

Mais intéressons-nous d’un peu plus pres au point
@, intersection des deux segments maximaux N;No
et My Ms. Quelle question naturelle le mathématicien
peut et doit-il se poser? ) appartient-il ou non au
segment [OP]? Bien str.

Et rebelote.

La droite (OP) a pour équation: y = 2o & y =
(ab)iz.

Le point @ a pour coordonnées :

() (%))

et 'on vérifie aisément qu’elles satisfont I’équation de

(OP).
Quelle autre question “essentielle”  ledit
mathématicien pourrait-il encore se poser?
oQ

Le rapport 55 est-il constant? Bien entendu.
Et "rerebelote” :

% = 72 par Thales et ;2 = 4% ~ 0,397.
3
Conclusion: Le rapport des longueurs des deux

segments maximaux est égal a celui des coordonnées
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du point P, le point @@ d’intersection de ces deux seg-
ments est situé sur (OP) et % ~ 273,

Etonnant, non?

Nouvelle question : mais pourquoi, diable, se limi-
ter a des fonctions du econd degré? Envisageons donc
les deux familles de fonctions suivantes :

fao iz — ax™ et

gy 1 — Vbx
avec a > 0, b > 0 et n > 2, entier.

Alors fa(z) = gy(z) <= z=0o0uz= (L)~

et le point d’intersection P est de coordonnées :

()7 (@)7)

le rapport £2 des deux coordonnées étant
yp

rp _ 1
— = (ab) n+1
yp (ab)
n / b n—1
l(z) = (bx) —az™ = U'(x) = —— — nax
n(bx) =
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D’ou

_ n —2n2

1
z = 21 . 21 . 21 . 2 —_
lmaa: =a n*-tbetoropeiol (n 1)

apres de fastidieux calculs.

n

"faly) = (g)z et "gn(y) = %

d’ot
AN Loy !
l :(—) _Y _—(_) _
() a b ) na \a b
ll(y) =0 Y= (bln_Qa_n)nzn—l
D’ou
1 —n —2n2 9
lfynaac — phn2-1 . qn2—1 .pn2-1 . (n _ 1)
Ainsi:
lhor _ 75 2 C (gp)—hr = 2E
l?naw yp
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Les points O, @ et P continuent-ils d’étre alignés?

Q(zq;yg) de sorte que: 5—2 = (ab)n_}u = 22 Oui.

Quel est le rapport % 7 C’est le méme que le rap-

port £2, c’est-a-dire:

rq _ (a7 tn ) S
= T [ =n n°-1
Trp (bza—l)n?—l

Ainsi le rapport est indépendant de a et de b, pour
tout n > 2, entier, mais dépend de n et vaut:

_ _2n
n n2 -1

Remarquons que

_ _2n
lim n »*-1 =1.
n—oo
Ainsi, plus 'exposant est élevé, plus le point ) se
rapproche de P sur le segment [OP].

P.S. Apres coup, je me suis rendu apercu que ’exer-
cice 4.32, page 135, évoqué au début de ce texte, pro-
posait la fonction: f(z) = %, mais un collegue m’a
fait observé que ma modification involontaire rendait

le probléeme plus intéressant!
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