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De la banalité peut jaillir l’intérêt

Jean Piquerez
Collège du Staël, Genève

DANS LE FUNDAMENTUM de mathématiques
”Analyse”, monographie No 25 de la CRM, on peut
lire en page 135, exercice 4.32 :

1) Calculer le plus grand écart vertical entre les
graphes des fonctions f et g définies par :

f(x) =
x2

8
, g(x) =

√
x

avec 0 ≤ x ≤ 4. On trouve lxmax = 3
4

3
√

2 ≈ 0,945.
J’y rajoutai, pour mes élèves, la question suivan-

te :
Calculer le plus grand écart horizontal entre les

mêmes graphes.
C’était l’occasion d’exprimer les fonctions

réciproques et l’on était alors ramené à l’exercice
précédent avec :

rf(y) = 2
√

2y, rg(y) = y2

avec 0 ≤ y ≤ 2. On trouve lymax = 3
2

3
√

2 = 2lxmax
Et ce fut le début d’une longue suite d’interroga-

tions.
En est-il toujours ainsi, quelles que soient les fonc-

tions des familles du type :

fa(x) = ax2 et gb(x) =
√
bx

avec a > 0 et b > 0?
La réponse est négative.

Un élève me demanda alors s’il n’y avait pas un
lien avec le rapport des coordonnées du point d’inter-
section (4;2) de f avec g, constatant que ce rapport
vaut 2. Je répondis sans trop y croire que ce n’était

pas exclu. Mais il ne faut pas sous-estimer l’intuition
des élèves ”faibles”.

Alors, allons-y :
Soient fa(x) = ax2 et gb(x) =

√
bx.

fa(x) = gb(x)⇔ ax2 =
√
bx⇔ a2x4 = bx

⇔ x(a2x3 − b) = 0⇔ x = 0 ou x = b
1
3 a−

2
3

Si x = 0, y = 0 et, si x = b
1
3 a−

2
3 , y =

a−
1
3 b

2
3 , les deux points d’intersection sont : O(0; 0) et

P (b
1
3 a−

2
3 ; a−

1
3 b

2
3 ).

On observe que xP
yP

= (ab)−
1
3 .

Maximalisons le segment vertical M1M2 :

M1M2 = l(x) = g(x)− f(x)

⇒ l′(x) = g′(x)− f ′(x) =
b

1
2 − 4ax

3
2

2x
1
2

l′(x) = 0⇔ xmax =
(

b
16a2

) 1
3 , d’où lxmax = 3b

2
3

4
4
3 a

1
3

.
Maximalisons le segment horizontal N1N2 :

N1N2 = l(y) =rf(y)−rg(y) =
(y
a

) 1
2 − y2

b

⇒ l′(y) = (rf)′(y)− (rg)′(y) =
b− 4a

1
2 y

3
2

2a
1
2 by

1
2

l′(y) = 0⇔ ymax =
(
b2

16a

) 1
3
, d’où lymax = 3b

1
3

4
4
3 a

2
3

.

On observe alors que lymax
lxmax

= (ab)−
1
3 = xP

yP
.

Bravo l’élève!
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Le Bulletin

Illustration avec b = 1 et a = 1
8 .

Dans le cas présent, on a

xP
yP

=
lymax
lxmax

= 2 et
OQ

OP
= 2−4/3 ≈ 0,4

Mais intéressons-nous d’un peu plus près au point
Q, intersection des deux segments maximaux N1N2

et M1M2. Quelle question naturelle le mathématicien
peut et doit-il se poser ? Q appartient-il ou non au
segment [OP ]? Bien sûr.

Et rebelote.
La droite (OP ) a pour équation : y = yP

xP
x⇔ y =

(ab)
1
3x.

Le point Q a pour coordonnées :((
b

16a2

) 1
3

;
(
b2

16a

) 1
3
)

et l’on vérifie aisément qu’elles satisfont l’équation de
(OP ).

Quelle autre question ”essentielle” ledit
mathématicien pourrait-il encore se poser?

Le rapport OQ
OP est-il constant? Bien entendu.

Et ”rerebelote” :
OQ
OP = xQ

xP
par Thalès et xQ

xP
= 1

4
2
3
≈ 0,397.

Conclusion : Le rapport des longueurs des deux
segments maximaux est égal à celui des coordonnées

du point P , le point Q d’intersection de ces deux seg-
ments est situé sur (OP ) et OQ

OP ≈ 2−
2
3 .

Etonnant, non?
Nouvelle question : mais pourquoi, diable, se limi-

ter à des fonctions du econd degré? Envisageons donc
les deux familles de fonctions suivantes :

fa : x 7−→ axn et
gb : x 7−→ n

√
bx

avec a > 0, b > 0 et n ≥ 2, entier.
Alors fa(x) = gb(x) ⇐⇒ x = 0 ou x =

(
b
an

) 1
n2−1

et le point d’intersection P est de coordonnées :((
b

an

) 1
n2−1

; a
(
b

an

) n
n2−1

)
,

le rapport xP
yP

des deux coordonnées étant

xP
yP

= (ab)−
1

n+1

l(x) = (bx)
1
n − axn ⇒ l′(x) =

b

n(bx)
n−1
n

− naxn−1

l′(x) = 0 ⇐⇒ x =
(
a−1n−2b

1
n

) n
n2−1
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D’où

lxmax = a
− 1
n2−1 · b

n
n2−1 · n

−2n2

n2−1 · (n2 − 1)

après de fastidieux calculs.

rfa(y) =
(y
a

) 1
n

et rgb(y) =
yn

b
,

d’où

l(y) =
(y
a

) 1
n − yn

b
⇒ l′(y) =

1
na

(y
a

) 1−n
n − nyn−1

b

l′(y) = 0 ⇐⇒ y = (b1n−2a−
1
n )

n
n2−1 .

D’où

lymax = b
1

n2−1 · a
−n
n2−1 · n

−2n2

n2−1 · (n2 − 1).

Ainsi :

lymax
lxmax

= a
−n+1
n2−1 · b

1−n
n2−1 = (ab)−

1
n+1 =

xP
yP

.

Les points O, Q et P continuent-ils d’être alignés?
Q(xQ; yQ) de sorte que : yQ

xQ
= (ab)

1
n+1 = yP

xP
. Oui.

Quel est le rapport OQ
OP ? C’est le même que le rap-

port xQ
xP

, c’est-à-dire :

xQ
xP

=
(a−1n−2b

1
n )

n
n2−1

(b
1
n a−1)

n
n2−1

= n
− 2n
n2−1

Ainsi le rapport est indépendant de a et de b, pour
tout n ≥ 2, entier, mais dépend de n et vaut :

n
− 2n
n2−1

Remarquons que

lim
n→∞

n
− 2n
n2−1 = 1.

Ainsi, plus l’exposant est élevé, plus le point Q se
rapproche de P sur le segment [OP ].

P.S. Après coup, je me suis rendu aperçu que l’exer-
cice 4.32, page 135, évoqué au début de ce texte, pro-
posait la fonction : f(x) = x3

8 , mais un collègue m’a
fait observé que ma modification involontaire rendait
le problème plus intéressant!
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