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Konisches Stangenpendel
Martin Lieberherr, MNG Ramibuhl, martin.lieberherr@mng.ch

1 Einleitung

Das konische Pendel ist ein mathematisches Pendel, siche Abbildung 1, das an einem Punkt A aufgehéngt
und dessen Pendelkorper gleichmaéssig auf einem horizontalen Kreis in Umlauf gebracht wird. Der Faden des
Pendels iiberstreicht einen Kegel (Konus). Wie hiangen Winkelgeschwindigkeit w, Spreizwinkel ¢ und Kreis-
bahnradius r mit der Pendellinge £, Masse m und Fallbeschleunigung g zusammen? Das konische Pendel ist
von Robert Hooke um 1660 als Modell fiir die Planetenbewegung verwendet worden. Christiaan Huygens hat
1673 die Umlaufzeit angegeben. !
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Abbildung 1: konisches Pendel mit Krdfteplan

Falls das Pendel schnell genug dreht (w? > g/{), ist seine Umlaufzeit T = 2m+/Ccos¢y/g, d.h. gleich der
Schwingungsdauer eines mathematischen Pendels der Linge a = £ cos ¢ (Abb. 1).

Das konische Pendel ist ein hiibsches Beispiel zur Kreisbewegung. Die Diskussion ist auch Gymnasiastinnen
und Mittelschiilern zugénglich. Wie sieht es aber aus, wenn als Pendel eine schwere Stange verwendet wird?

2 Konisches Stangenpendel

Eine diinne, gleichmissige Stange der Lange £ und Masse m wird wie in Abbildung 2 als konisches Pendel be-
wegt. Wir begeben uns ins mitrotierende Bezugssystem (Winkelgeschwindigkeit 2 des Bezugssystems relativ
zu einem Inertialsystem). Dort ist die Stange in Ruhe. Die Drehmomente der Gewichts- und Zentrifugalkraft
miissen sich kompensieren. Da die Stange ein ausgedehnter, starrer Korper ist, muss man sich iiberlegen, wo
die Krifte angreifen.

Die Erdanziehungskraft F greift im Gravizentrum an, das hier mit dem Massenmittelpunkt zusammenfallt,
weil das Schwerefeld der Erde homogen ist. Das Drehmoment der Gewichtskraft bezogen auf den Punkt A ist
also Mg =rg - Fg = %[ sing - mg

Die Zentrifugalbeschleunigung r Q7 variiert entlang der Stange. Um die Zentrifugalkraft zu bestimmen, miissen
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wir iiber alle Massenelemente integrieren.
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Das Resultat hitten wir erraten konnen, aber wo greift diese Kraft an? Die Zentrifugalkraft ist am Ende der
Stange stirker als am Aufhidngepunkt. Um den Angriffspunkt zu bestimmen, berechnen wir das Drehmoment
M der Zentrifugalkraft beziiglich A durch Integration entlang der Stange und stellen dieses als “Hebelarm X
Kraft” dar. Dieses Drehmoment muss im Gleichgewicht jenes der Gewichtskraft kompensieren.
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Der Angriffspunkt der Zentrifugalkraft ist 2/3 der Stangen-

' . . lainge vom Aufhidngepunkt A entfernt. Die Zentrifugalkraft
Abbildung 2: konisches Stangenpendel mit greift nicht im Massenmittelpunkt an.
Zentrifugal- und Gewichtskraft auf ein Mas-

senelement

Drehmomentgleichgewicht Mg = My, (1
%f singmg = %fzcosgo sing - Q% - m (12)

% sinp g = %fcosgo singo-Q2 (13)

1. Losung sing; =0 (14)
2. Lo = 15
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Fiir geniigend hohe Winkelgeschwindigkeiten entspricht die Umlaufzeit T = 2m /2¢ cos ¢, /(3g) der Schwin-
gungsdauer eines um cos ¢, verkiirzten physikalischen Stangenpendels der Lange £.

3 Ausblick

Der Angriffspunkt einer Kraft auf einen starren Korper kann sich vom Massenmittelpunkt unterscheiden. Das
trifft sogar auf die Gravitationskraft zu, wenn das Schwerefeld inhomogen ist. Ein beriihmtes Beispiel ist unser
Mond. Er bewegt sich im inhomogenen Schwerefeld der Erde. Weil der Mond ausserdem nicht kugelsymme-
trisch ist, unterscheiden sich Massenmittelpunkt und Gravizentrum. Aus diesem Grund kann die Gravitations-
kraft ein Drehmoment auf den Mond ausiiben. Eine Folge ist die gebundene Rotation des Mondes.

Man soll Krifte nicht unreflektiert im Schwerpunkt einzeichnen, sondern bei den richtigen Angriffspunkten.

10. Februar 2018, Lie.

'https://en.wikipedia.org/wiki/Conical_pendulum (Abruf am 10. Feb. 2018)
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