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Geometrische Wahrscheinlichkeit und
Crofton’s Theorem

1. Zusammenfassung

Der mittlere Abstand zweier zufalliger Punkte auf der Peripherie eines Kreises kann mit einem einfachen
Integral berechnet werden. Hingegen ist es mindestens schwierig, den mittleren Abstand zweier zufalliger
Punkte im Innern eines Kreises exakt zu berechnen. Hier hilft ein Konzept aus der geometrischen Wahr-
scheinlichkeitstheorie weiter: Das kaum bekannte Mittelwertstheorem von Morgan William Crofton
(*1826, Dublin, Irland; T 1915, Brighton, England, irischer Mathematiker), der wesentliche Erkenntnisse zu
dieser Theorie beigetragen hat.

Crofton's Theorem ist eine Verallgemeinerung des Theorems von Leibniz zur Ableitung eines Integrals. Es
wird hier nur flr den Spezialfall der Berechnung des mittleren Abstandes zweier zufalliger Punkte im Innern
eines Kreises verwendet; seine Giiltigkeit geht aber weit dariber hinaus.

2. Zwei zufallige Punkte auf der Peripherie eines Kreises

Wie gross ist der Mittelwert des Abstandes d von zwei zufallig auf der Peripherie des Einheitskreises aus-
gewadhlten Punkten?

Das lasst sich mit einer Simulation angendhert berechnen. Ausgehend von einem beliebigen ersten Punkt
auf dem Kreis zeichnen wir Strecken zu anderen Punkten auf dem Kreis, die in immer gleichen Abstanden
angeordnet sind, wie dies in Fig. 1 links fur einen ersten Punkt (1, 0) wiedergegeben ist. Als 'andere Punkte'
wurden hier Punkte gewahlt, die je einen Zentriwinkel von 10° zu ihren Nachbarn einschliessen.

Jetzt wird der Mittelwert all dieser Strecken berechnet, was hier einen Wert
d ~1.27243 ergibt. Hatten wir einen Zentriwinkel von 0.1° gewihlt, hitte
sich das folgende Resultat ergeben: d ~1.27323946. Der exakte Wert hinge-

- 4
genist d =— ~1.27323954. Der Wert aus der genaueren Simulation stimmt
T

mit dem exakten Wert in erstaunlichen sieben Stellen Uberein!

Fig. 1: Zur 1. Simulation.

_ P(cos(p), s
3. Exakte Berechnung von d bei Punkten auf der Peripherie '
des Kreises
Dies ist mit einer einfachen Integration moglich: 1 o

Die Strecke d vom Punkt A(1,0) zu einem beliebigen Punkt
P(cos(p),sin(¢)) auf dem Einheitskreis mit Mittelpunkt O(0, 0) ist

gegeben durch Fig.2: Zu Gl. 1.
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d=d(p)= 2sin(§) @l 1)

(s. Fig. 2). Die Integration {iber ¢ erstreckt sich von 0 bis 277, und das Resultat muss — als Mittelwert —

mit — normiert werden:
2

2r
jd(p:L-L—4cos(£jJ :i (Gl. 2)
2 2 21 Vs

4. Zwei zufallige Punkte im Innern eines Kreises

Wie gross ist der mittlere Abstand d zweier zufillig ausgewahlter Punkte im Innern eines Kreis?

Dies lasst sich ndherungsweise am einfachsten wiederum mit einer Simulation herausfinden. Wir wahlen

zwei Punkte A und B, beide mit Zufallskoordinaten fiir ihre x—und y-
Werte zwischen —1 und 1. Beide Punkte miissen innerhalb des Kreises
liegen, weshalb nur solche Punktepaare A(u, v) und B(p, g) berticksich-
tigt werden, fir die sowohl u? + v? < 1 als auch p? + g? < 1 ist. In der
nebenstehenden Figur 3 sind 40 solche Strecken eingezeichnet. Von

diesen wird der Abstand

AB=d = /(u-p)* +(v—q)* (Gl.3)

aufsummiert; der mittlere Wert d ergibt sich dann als Quotient aus
der Summe all dieser Abstiande und der Anzahl der zuldssigen Paare.

anz = 1000000; s = 9; ok = 0;

For[k =1, k< anz, k++,

u = RandomReal[{-1, 1}];

v = RandomReal[{-1, 1}];

p = RandomReal[{-1, 1}];

q = RandomReal[{-1, 1}];
Iflur2+v™2 <=188p"2+q"t2<=1,
d=Sqrt[(u-p) 2+ (v-q)"2];
s=s+d;
ok++3]151;

Print[{ok, s / ok}]

(617440, ©.904802 )

Fig. 4: Zur 2. Simulation.
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Fig. 3: Zufallsstrecken.

Dieses Vorgehen wurde mit dem links in Fig. 4 wiederge-
gebenen Programm mit einer Million Punktepaare durch-
gefiihrt, von denen 617'440 zuldssigen Paaren entspra-

chen. Die so ermittelte Linge des mittleren Abstands d
ist etwa 0.9048.

Alternativ kann der Kreis auch mit einem geniigend feinen
kartesischen Gitternetz (iberzogen und der mittlere Wert
der Abstande aller Gitternetzpunkte voneinander berech-
net werden, was zu einer ahnlich guten Naherung fihrt.
Diese Werte liegen um weniger als 0.1 % neben dem
exakten Wert

d =—22~0.905415 (Gl. 4).
T
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5. Exakte Berechnung von d mit Punkten im Innern des Kreises

Wie aber wurde dieser exakte Wert d bestimmt? Dazu muss fiir den Einheitskreis das folgende Vierfachin-

tegral gelost werden:

— 1 el el opl gl
d :?J._lj._lj‘_lf_l[xlz +yl2 Sl/\xz2 +y§ < 1]'\/()62 —x])2 +(», _J’1)2 dx, dx, dy, dy, (Gl. 5),

mit der Iverson—Konvention, dass [] gleich 1 ist, wenn die Bedingung ... wahr ist, und sonst 0.

In Polarkoordinaten wird dies

— 1 (27 p27 g1
a’=;f0 [ Jy e 5 =201y -cos(y — py) iy dry dgy dg, (1. 6)

Beide diese Vierfachintegrale entziehen sich einer einfachen exakten Berechnung.

Hier hilft Crofton's Mittelwerttheorem weiter:

Dazu betrachten wir zwei konzentrische Kreise mit Radien 7 respektive » — Ar, entsprechend der Figur 5.
2

Die zugehorigen Flachen werden hier mit 4, = z-r, A _\ = 7Z"(I"—AI") und mit

A=A - A,_,, =2r-r-Ar bezeichnet.

Mit d = E(d,) wird nun der gesuchte Erwartungswert des Abstandes
zweier Zufallspunkte im Innern eines Kreises mit Radius 7 bezeichnet,

mit E(d,_,,) der entsprechende Erwartungswert im Innern eines Krei-
ses mit Radius » —Ar, und mit E(d,,) der Erwartungswert des Abstan-

des von Punkten in A4 zu Punktenin 4, _,. .

Fig. 5: Bezeichnungen am Kreis.

Wir nehmen an, dass 0 < Ar << r ist, so dass beim Grenziibergang Ar — 0 der Term Ar durch das Diffe-

rential dr ersetzt werden kann, und dass héhere Potenzen von Ar vernachléssigt werden kénnen. Unter

Verwendung von bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt dann angenahert:
E(dr) ~ E(dr—Ar) ! W(})l und })2 € Ar—Ar)

(Gl. 7)
+E(dAr) : (W(})l € AAr und P2 € Ar—Ar) + W(P2 € AAr U.Ild })1 € Ar—Ar))

Jetzt verwenden wir weiter, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt in einer Fliche A ist, proportional

zu dieser Fliche A ist. Damit ergibt sich:

2
E(dr) ~ E(dr—Ar)'(%J +E(dAr)2(%J

T r

2\? 2
zE(d,_Ar).(—”‘(;‘ﬁ”) j +E(d”)'2'(”.(r_ir2)-;;4zmmj (Gl.8)
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2
T-r

7(r —Ar)? jz U

Bei Vernachlassigung von héheren Potenzen von Ar vereinfacht sich der Term (

4. Ar

r

1- (Gl. 10). Mit all diesen Verein-

2 4

2
(GI. 9), und der Term 2(7[ (r=Ar)”-27r A’ﬂjwird zu 4-Ar
Toer

r

fachungen, und nach Subtraktion von E(drfAr) auf beiden Seiten, ergibt sich

4-Ar

Ed,)~ E(d, o) =E(d, ) 2 4 B(dy)- 22 (1. 11)

Nach der Division durch Ar und dem Ubergang zum Grenzwert Ar — 0, und unter Beriicksichtigung, dass

im Grenzfall E(d )= E(d,_,,) wird, ergibt sich

—A
rr 2rcos(p)

dE@,) 4

E(d )—— E(d,,) (Gl.12)
dr

Hier fehlt noch die Berechnung von E(d,, ). Dafir gilt (s. Fig. 6):

Ed,,) =ﬁjj!g\/r2 +x*=2-r-x-cos(9) - x dx d$ (Gl. 13)

Es ist einfacher, dieses Doppelintegral in Polarkoordinaten mit dem Ur-
sprungin (7,0) zu berechnen (s. nochmals Fig. 6): Fig. 6: Zu Gl. 13 und 14.

B 2 /2 p2rcos(p) b _32]”
E(dAr)_ﬁJ.O J.O Yo dpd@—g(Gll“)

Setzt man dieses Resultat in Gl. 12 ein, ergibt sich:

dEd,) 4E(d )_% (Gl. 15)
dr o

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung fiir den gesuchten Wert von E(d ). Statt eines

mihsamen Vierfachintegrals erhalten wir eine einfache Differentialgleichung!

Beriicksichtigen wir weiter, dass E(d,_,) =0 ist, erhalten wir sofort

128 r
Eld,)= 457

~0.905415 r (Gl. 16)

6. Ausblick

Die hier vorgestellten Ideen zur geometrischen Wahrscheinlichkeit lassen sich auf n—dimensionale Raume
Ubertragen. So kann z. B. der Erwartungswert des Abstandes von einem Pol einer gewdhnlichen Kugel mit

= 6
Radius 7 zu zufalligen Punkten im Innern dieser Kugel zu E(d,,) = gr berechnet werden, womit sich —

unter Verwendung des Theorems von Crofton — der Erwartungswert einer Zufallsstrecke in einer Kugel zu

E(c?r) = %-r ~1.0285714 r ergibt. Die Erwartungswerte E(c?r) in Hyperkugeln (mit # > 3) sind eben-

falls alle bekannt. Weiter lasst sich die Theorie bei beliebigen konvexen Teilmengen des R” anwenden.
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