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Dynamische Abwicklung von Wiirfeln und
Tesserakien

1 Einleitung

In der Mitte des 19. Jahrhunderts hat der Schweizer Mathematiker Ludwig Schlafli (1814-1895) das Tor
zur hoherdimensionalen Geometrie aufgestossen. In seinem in den Jahren 1850 bis 1852 entstandenen,
aber erst 1901 in seiner Gesamtheit erschienenen Werk Theorie der vielfachen Kontinuitat steht der
Beweis, dass es im 4-dimensionalen Raum sechs regulidre Korper (Polytope) gibt, in den Rdumen R"
mit n > 5 aber nur noch je drei, ndmlich die Entsprechungen von Tetraeder, Wiirfel und Oktader,
siehe [2] und [4].

Das Studium von héherdimensionalen Polytopen ist nicht bloss Spielerei: Bei der linearen Program-
mierung sucht man das Optimum einer linearen Zielfunktion (in n Variablen) iiber einer Menge, die
durch lineare Ungleichungen gegeben ist. Solche Mengen sind in der Regel Polytope.

Mit einem n-dimensionalen Wirfel, dessen Eckpunkte leicht verschoben sind, haben Victor Klee und
George J. Minty 1972 bewiesen, dass der von George Dantzig erfundene Simplex-Algorithmus zur
Losung von linearen Programmen im schlechtesten Fall exponentielle Laufzeit besitzt, siehe [3].

Der n-dimensionale Wiirfel (mit Seitenlédnge 1) kann als die Menge

{(z1,22,...,2p) ER": 0 < ; <1, fiir i=1,2,...,n}

aufgefasst werden.
Die 2™ Eckpunkte haben dann die Koordinaten (e1,e9,...,&,) mit £1,e2,...,, € {0,1}.

Der 1-dimensionale Wiirfel ist eine Strecke und der 2-dimensionale Wiirfel ein Quadrat.
Der 4-dimensionale Wiirfel wird auch als Tesserakt bezeichnet.

Fasst man den O-dimensionalen Wiirfel als (Eck-)Punkt auf, dann gilt:

Der n-dimensionale Wiirfel hat genau <n> . 9"t Seitenflichen der Dimension i.
7

Alle Seitenfléchen sind ebenfalls Wiirfel (niedriger Dimension).
Fiir eine Begriindung siehe zum Beispiel [5].
Beispiel: Der Tesserakt hat

Sechzehn 0-dimensionale Seitenflichen (Eckpunkte); 32 1-dimensionale Seitenflichen (Kanten);
24 2-dimensionale Seitenflichen und acht 3-dimensionale Seitenflachen.
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2 Abwicklungen

Von einer Abwicklung eines (konvexen) 3-dimensionalen Polyeders spricht man, wenn die Oberflache
des Polyeders entlang einiger Kanten so aufgeschnitten wird, dass die Seitenflichen in die Ebene
ausgelegt werden koénnen.

2.1 Abwicklung eines Wiirfels

Fiir den (3-dimensionalen) Wiirfel gibt es genau elf verschiedene Abwicklungen.

Abbildung 1

Um den Prozess des Abwickelns dynamisch darzustellen (zum Beispiel mit GeoGebra), fithren wir einen
Winkel ¢ ein, der Werte zwischen 0° und 90° annehmen kann.

Wir setzen A(0,0,0), B(1,0,0), C(1,1,0) D(0,1,0),

A'(—cos(p), 0,sin(p)), B'(1+ cos(p),0,sin(y)), C'(1+cos(p),1,sin(p)), D'(—cos(p),1,sin(p)),
A"(0, = cos(p), sin(p)), B"(1,—cos(p),sin(p)), C"(1,1+cos(y),sin(y)), D"(0,1+ cos(y),sin(p)),
A"(0, - cos(ip) — cos(2¢p), sin(p) +sin(2p)), B"(1, —cos(p) — cos(2¢p),sin(p) + sin(2¢p)).

B"(1, —cos(p) — cos(2p), sin(p) + sin(2¢))

A"(0, —cos(p) — cos(2¢p), sin(p) + sin(2¢))

A"(0, —cos(p), sin(p))

A'(—cos(p),0, sin(p))

, . D'(—cos(p), 1, sin(p))
B"(1, —cos(p), sin(y))

- ()0, oin ) D"(0,1+ cos(p), sin(p))
+ cos(¢), 0, sin(p

~ -
-
-
-

C'(1 + cos(p), 1, sin(p))

Abbildung 2
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Man rechnet leicht nach, dass die Vierecke ADD'A’, BCC'B’, CDD"C", ABB" A" resp. A”"B"B" A"
fiir jede Wahl von ¢ Quadrate mit der Seitenldnge 1 sind. Alle Kanten haben die Lange 1, der Winkel
zwischen angrenzenden Kanten ist stets ein rechter.

PPt C(1,1,0) y
Abbildung 3a: Die Punkte mit ¢ = 0° Abbildung 3b: Die Punkte mit ¢ = 90°

In der Abbildung 3a ist die Abwicklung des Wiirfels in Abbildung 3b zu sehen.

Die obige Idee lasst sich auf den 4-dimensionalen Wiirfel, den Tesserakt iibertragen.

2.2 Abwicklung eines Tesserakts

Fine elementare Rechnung zeigt, dass durch

cp1 — dpa — aps +bps —bpy + apa — dp3 + cps —dp1 — cp2 + bps + ap4>

P , P2, D3, — Pl< 5 )
(p1, P2, 3, Pa) VEIR L+ &2 VaZ + b2 + 2 1 ¢2 Va2 + b2+ 2+ d2

eine Parallelprojektion von R* auf die Hyperebene E : ax+by+cz+dt =0 mit (a,b,c,d) # (0,0,0,0)
definiert ist.

In Abbildung 4 ist das Bild des Tesserakts fir a = 1.3, b =2.5, ¢= 1.4 d = 1.2 dargestellt.

Qz A(0,0,0,0)  A(0,0,0,1)
. B(1,0,0,0) B(1,0,0,1)
X C(1,1,0,0) C(1,1,0,1)
F B D(0,1,0,0) D(0,1,0,1)
G H E(0,0,1,0) E(0,0,1,1)
P o F(1,0,1,0)  F(1,0,1,1)
é H G(1,1,1,0) G(1,1,1,1)
m e 4B 4 H(0,1,1,0) H(0,1,1,1)
g D
- A S
B A iy

Abbildung 4

Man z#hlt sechzehn Eckpunkte, 32 Kanten, 24 2-dimensionale Seitenflichen (die als Parallelogramme

erscheinen) und acht 3-dimensionalen Seitenflichen o
ABCDEFGH, ABCDABCD, ABFEABFE, ADHEADHE,

die als Schriagbilder von Wiirfeln dargestellt sind.
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In einem Bild von Salvador Dali (1904-1989) ist eine von insgesamt 261 verschiedenen Abwicklungen
eines Tesserakts dargestellt.

Abbildung 5: * Crucifixion (Corpus Hypercubus)’

Wir setzen
A(070> an)a B(l O 0 O) 0(1,1,0,0), D(0717070)7

E(0,0,1,0), F(1,0,1,0), G(1,1,1,0), H(0,1,1,0)

B'(1+ cos,0,0,sing), C'(1+cosp,1,0,sinp), G'(1+cosy,1,1,sing), F'(1+ cosp,0,1,sinp)
A'(=cos,0,0,sin¢), D'(—cosp,1,0,sinp), H'(—cosp,1,1,siny), E'(—cosep,0,1,sinp)
A"(0,—cos,0,sinp), B’

D"(0,1 + cos p,0,sin ), C” (1,1 + cos ¢, 0,sin ), G (1,1 + cos p, 1,sin @), H"(0, 1 + cos ¢, 1,sin ¢)

E"(0,0,1+ cos,sinp), F"”'(1,0,1 4+ cos p,sin ), G"(1,1,1 + cos o, sin ), H"(0,1,1 + cos @, sin ¢)

A"(0,0, — cos p,sin), B"(1,0,—cosp,sinp), C"(1,1,—cosp,sinp), D"(0,1,— cosp,sinp)

(1, —cos,0,sinp), F"(1,—cosp,1,sinp), E"(0,—cosy,1,sin¢p)

A"(0,0, — cos ¢ — cos 2p, sin ¢ + sin 2p), B""(1,0, — cos ¢ — cos 2¢, sin ¢ + sin 2¢),
C""(1,1, — cos p — cos 2, sin p + sin 2p), D" (0,1, — cos ¢ — cos 2¢p, sin ¢ + sin 2¢p)

Z
Gm ] Hm
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£
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o
- A
o D"

Abbildung 6
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Der Ubersicht halber sind unten Teile der Figur in Abbildung 6 dargestellt.

z

A

1£(0,0,1,0)

E'(—cos¢,0,1, sing)
! e (N 3 "
H(0.1.1,0) H'(—cosp,1,1,singp)

X == A'(—cosp,0,0,sin )

Abbildung 7a

Mit den Bezeichnungen von Abbildung 7a gilt:

—cos(p) 0 —cos(p)
e e
AA/:OAI—O—1>4: 8 _ 8 — 8 :DDI:HH,:EE/
sin(p) 0 sin(p)

\BHEHH 1 wnd AD-AE = AD . AA — AE- AA' = 0

Die acht Punkte ADHEA'D'H'E’ sind fiir jede Wahl von ¢ die Eckpunkte eines (reguliren, 3-
dimensionalen) Wiirfels mit Seitenlénge 1.

C"(1,1,— cos @, sin )

/£ " e N 4 "
B"(1,0, —cos @, sin @) A"(0,0, — cos p, sing)

D" (0,1, — cos p, sin )

B""(1,0, — cos ¢ — cos 2¢p, sin ¢ + sin 2¢)
D"(0,1, — cos ¢ — cos 2¢p, sin i + sin 2¢p)
C""(1,1, — cos ¢ — cos 2p, sin  + sin 2¢)

A"(0,0, — cos ¢ — cos 2p, sin ¢ + sin 2¢p)

Abbildung 7b
Mit den Bezeichnungen von Abbildung 7b gilt:

0
A A//?/ _ 0 —_B" B//// _ C///C//// — D" D////
—cos(2¢p)
sin(2¢)

‘ A B/// —1 und A" B//\/ A" D/// Yz B/// A A//// — A" D/// A" A//// —0

_ ) A D///

_ ‘ A" A////

Die acht Punkte A” B"'C" D" A" B""C" D" sind ebenfalls fiir jede Wahl von ¢ die Eckpunkte eines
(reguldren, 3-dimensionalen) Wiirfels mit Seitenldnge 1.

Gleiches gilt fiir die Oktupel ABCDA"B"C" D", ABFEA"B"F"E", BOGFB'C'G'F,
CDHGC"D"H"G" und EFGHE"F"G" H"".
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z
A

F"(1,0,2,0) E"(0,0,2,0)
H"(0,1,2,0) A(0,0,0,0) A'(0,0,0,1) = A" = A"
E"(0,-1,1,0) e
~ ’ i pm
P -11.0) , B(1,0,0,0)  B'(1,0,0,1)=B"=B
F(2,0.1,0) £ F(-1,0,1,0) A C(1,1,0,0)  C'(1,1,0,1)=C"=C"
. N HELLLO ' D'(0,1,0,1) = D" = D"
B(1,-1,0,0) ANk EWE " . e D(0,1,0,0) (0,1,0,1) = D" =
A" ~o- - A(=1,0,0,0) Vou " " m
d 0 7'(0,0,1,1) = E" = E" = A
B2.0.0.0) Al G Y E(0,0,1,0) ( )
0,00
* s i~ D'(~1,1.0,0) oy B F(1,0,1,0)  F'(1,0,1,1)= F"= F" = B"
(9 C " " "
C'(2.1,0,0) \1 P‘(O.ZU-U) B [P AL B e N iy G(1,1,1,0) GLLLY) =G"=G" =C"
B"(1,0,-1,0) A C"(1,2,0,0) X g iy (e (@ D H(0,1,1,0) H'(0,1,1,1) = H" = H" = D"
D"(0,1,-1,0) B c A D
C"(1,1,-1,0) | A"(0,0,-2,0) B/ B' A'YA" S “a
" . B A" y
B"(1,0,-2,0) o
C"(1,1,-2,0) D01, -2,0 e D' D"

Abbildung 8a: Die Punkte mit ¢ = 0° Abbildung 8b: Die Punkte mit ¢ = 90°

In der Abbildung 8a ist die Abwicklung des Tesserakts (Abbildung 8b) zu sehen, vergleiche mit dem
Bild von Dali (Abbildung 5). Da fiir ¢ = 0" die t-Koordinaten aller Punkte gleich 0 sind, lisst sich
das Gebilde im 'normalen’ 3-dimensionalen Raum darstellen.

Abbildung 8b ist, bis auf die Bezeichnungen der Punkte, identisch mit Abbildung 4.

Fazit: Die aus sechs Quadraten bestehende Figur in Abbildung 3a ist, als Teilmenge von R2, starr;
als Teilmenge von R? lisst sie sich zur Oberfliche eines Wiirfels hochklappen.

Die aus acht Wiirfeln bestehende Figur in Abbildung 8a ist, als Teilmenge von R?, starr; als Teilmenge
von R? ldsst sie sich zur Hyperoberfliche eines Tesserakts "hochklappen’.

So wie wir Menschen uns nicht wirklich vorstellen kénnen, dass acht aneinander geklebte Wiirfel in
R* ein bewegliches Gebilde darstellen, so kénnen sich vermutlich die Wesen im ’Flichenland’ nicht
vorstellen, dass sechs aneinander geklebte Quadrate in R? beweglich sind, siehe [1].

Schliesslich erinnern die obigen Ausfiihrungen an eine Problematik, die Hans Walser in [6] sehr schon
beschreibt.

Zitat: "Das Puzzle der Abbildung 9a ist beinahe fertig. Das fehlende Element rechts oben kénnen wir
aber nicht in der Ebene des Puzzles einpassen. Wir miissen es abheben und von oben her einpassen.
Wir benédtigen den Raum.”

Abbildung 9a Abbildung 9b

Und weiter: ”Im Beispiel der Abbildung 9b passt das Eckteil zwar in die Liicke, ldsst sich aber nicht
hineinschieben. Im 4-dimensionalen Raum liesse sich das Problem sehr einfach 1osen. Wir konnten
die 3-dimensionale Ecke in die vierte Dimension abheben und dann hineinschieben.”

(Anm.: Die Nummerierung der Abbildungen wurde hier entsprechend angepasst.)
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An einem exakten Beweis dieser letzten Behauptung (vielleicht mit einem Winkel ¢ ?) wére der Autor
sehr interessiert!
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