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Ewiger Quadrupel-Lauf in der
Sekantenmethode

1 Einleitung

Das Newton-Raphson Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen einer (differenzierbaren) Funktion f
liefert keine Losung, wenn die berechnete Folge von Naherungswerten der Nullstelle
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einen Wert x,41 ergibt, welcher Nullstelle der Ableitung von f ist. Das Verfahren konvergiert aber
auch in anderen Fillen nicht, zum Beispiel im Falle der Sinusfunktion mit Startwert zy = — arctan(r).
Hier erhélt man x,, = o + n - 7. Andere Félle, bei denen das Verfahren nicht konvergiert, sind ewige
Paarldufe wie in Abbildung ll dargestellt. Bei Hans Walser [M] findet man zahlreiche weitere Beispiele,
die auf einen ewigen Paarlauf fiihren.
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Abbildung 1: Ewiger Paarlauf fiir f(z) = 2% — 52 mit Startwert zo = 1.

Das Sekantenverfahren ist verwandt mit dem Newtonverfahren, die Ableitung der Funktion wird durch
einen Differenzenquotienten ersetzt. Man erhélt folgende rekursiv definierte Zahlenfolge:

" — Tp — Tp—1
mHL f(@n) = f(zn-1)

Geometrisch bedeutet das Verfahren, dass fiir zwei Werte x,_1 und x,, die Sekante durch die Punkte
(n—1, f(xn—1)) und (xy,, f(x,)) gelegt wird und der Schnittpunkt mit der z-Achse den nichsten Wert
ZTp1 liefert. Natiirlich versagt auch dieses Verfahren, wenn ein Wert x,; berechnet wird, fiir den
f(xpy1) = f(zy) gilt. In diesem Beitrag untersuchen wir, fiir welche Startwerte das Sekantenverfahren
einen ewigen Quadrupel-Lauf liefert.

f(@n) (2)

2 Bedingungen fiir einen ewigen Quadrupel-Lauf

Wir beschriinken uns auf den Fall einer kubische Funktion der Form f(z) = 2® — ax mit a > 0.
Abbildung R illustriert die Situation. Das Verfahren liefert einen ewigen Quadrupel-Lauf, falls xo = —x¢
und z3 = —x1.
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Abbildung 2: Ewiger Quadrupel-Lauf fiir f(z) = 23 — ax.

Bevor wir diese beiden Bedingungen in Gleichung () einsetzen, formen wir die Rekursionsgleichung
noch etwas um und erhalten

Tpt1 - f(@Tn) = Tng1 - f(@n-1) + Tn - f(@n-1) — 1 - f(20) = 0.

Wir setzen © = 1 = —x3 und y = x93 = —x4 oben ein und haben damit folgendes Gleichungssystem

zu losen: B
(ot 2fw) =0 5

(y—a)-fly) =2y f(-2) = 0
Fiir die kubische Funktion f(z) = 23 — ax erhalten wir:
(+y) (@°—az) =2z ()’ —ay) = 0 (4)
(y—2)- (W —ay) +2y- (2> —azx) = 0

Das Gleichungssystem (E) hat die triviale Losung x = 0 und y = 0. An dieser Losung sind wir nicht
interessiert. Wir haben also noch zu 16sen

{(w+y)'(w2—a)—2-(y3—ay) 0

(y—2) (P —a)+2-(a°—ax) = 0

Etwas weniger offensichtlich ist, dass sich beide Gleichungen weiter faktorisieren lassen. Wir multipli-

zieren zuerst aus:
2 —ar+2¥y—22+ay = 0
v —ay —zy’ +223 —ax = 0

Es ist nun leicht zu zeigen, dass tatséchlich

2% — ax + 2%y — 2% + ay (x —y)(z% + 2y% + 22y — a)
v —ay—xy? +22° —ax = (v+y)(y?+22° 22y —a)

Wieder sind wir in den Losungen x = y und & = —y nicht interessiert. Der erste Fall entspricht der
Situation zweier identischer Startwerte, der zweite Fall fithrt auf xo = x3, also wieder auf ein Versagen
des Verfahrens. Unser Gleichungssystem hat sich nun auf zwei Ellipsengleichungen reduziert:

22 + 292 + 22y = a
{ )

222 + Y — 22y = a

Wenn wir in der ersten Ellipsengleichung x+ — y und y — —x ersetzen, erhalten wir die zweite
Gleichung. Die Hauptachsen der beiden Ellipsen stehen also senkrecht aufeinander. Die Situation ist
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in Abbildung H gezeigt. Das Gleichungssystem (E) hat vier Losungen. Diese Losungen entsprechen
innerhalb des Sekantenverfahrens lediglich einer zyklischen Vertauschung der Werte g, z1, 2 und 3.

Y
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Abbildung 3: Schnittpunkte der beiden Ellipsengleichungen des Systems (H)

Um einen der Schnittpunkte der beiden Ellipsen zu berechnen, fiihren wir eine Hauptachsentransfor-
mation der ersten Gleichung in (f) durch. Es ist

(x y).M.@):a mit M:G ;)

Wir diagonalisieren die Matrix M. Die Eigenwerte sind die Losungen von

’1—)\ 1

2 B 1 1
1 2_/\‘—)\—3)\+1—0:>)\1—§(3—\/5), )\2—5(34-\/5)

und die normierten Eigenvektoren lauten

1 ( \/5—|—1> und wv9 = ! ( \/5_1)
V2vs \-VV5 -1 T Vas \WAVB+1)

6= (s V) () ¢

in die Gleichungen (ﬂ) ein und erhalten

v =

Wir setzen

mit
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Das Gleichungssystem (H) hat die positive Losung

£= —7;}.6 =/5
=n= a2+52— 3

Indem wir den Wert in Gleichung (H) einsetzen, lassen sich die Startwerte berechnen, die einen ewigen
Quadrupel-Lauf erzeugen:

To=1 = (\/\f+1+\/x/5—1 \/7
\/7

r1=y = W( \/\/5—1+\/\/_+1

Unabhéngig vom Wert von a > 0 gilt fiir das Verhéltnis der beiden Startwerte:

=V5+4+2= -
4+

44"

Die Zahl vier spielt also auch in der Losung des ewigen Quadrupel-Laufs eine prominente Rolle.

Links

[1] Hans Walser: Fwige Paarldufe, https://walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/N/Newton/Newton.pdf.
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