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Grafi

V : insieme di vertici del grafo G

v,w ∈ V adiacenti

se collegati da un arco.

k-colorazione di G:

“coloro i vertici con al più k colori; vertici adiacenti hanno colore diverso.”

Precisamente:

funzione γ : V → {1, . . . , k} con γ(v) ̸= γ(w) se v, w adiacenti.
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Quante colorazioni?

χG(k) = numero di k-colorazioni diverse di G.

Teorema. χG(t) è sempre un polinomio a coefficienti in Z.

(Birkhoff, Annals 1912; Whitney, Annals 1935)

G χG(t)

t4 − 4t3 + 5t2 − 2t = (t− 1)2(t− 2)

t4 − 4t3 + 6t2 − 3t = t(t− 1)(t2 − 3t+ 3)

Problema aperto. Quali polinomi si ottengono in questo modo?

Congettura. Log-concavità dei coefficienti.
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Geometria combinatoria

Regole:

Due linee si incontrano in al più un punto.
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Ogni coppia di punti distinti determina una linea

(Due piani si intersecano in al più una linea, &c.)

Idea: Vettori su uno “spazio affine”.

t3 − 4t2 + 3t

= t(t− 1)(t− 3)

t4 − 7t3 + 14t2 − 8t t4 − 9t3 + 28t2 − 20t

Esempi:
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Matroids

(H. Whitney;

S. MacLane

W. Tutte, &c.)

Congettura. (Rota-Heron-Welsh)

In ogni caso ”il” polinomio χ(t) ha coefficienti log-concavi.
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...”so what?”

• Il triangolo aritmetico è un classico

“...un libro che non ha mai finito di dire quel che ha da dire.” (Calvino)

• I grafi e i loro polinomi (LAM?)

(1) Palestra per lo studio (e la scrittura) di algoritmi

(2) Problemi comprensibili senza prerequisiti, “scalabili” a piacere.

(3) Sperimentazione computazionale; opportunità per lavori originali.

(www.sagemath.org: chromatic number(), chromatic polynomial()...)

• Geometria combinatoria (matroid theory)

Teoria unificante, abbordabile in modo “concreto” senza perdere in generalità.

Delucidazioni e bibliografia:

emanuele.delucchi@supsi.ch
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